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. PHEDMIUVA .

Toto skriptum je urdenc posluchadlm uditelského studia fyziky (v kombi-
naci s obory matematika, zdklsdy techniky nebo chewmle) jako udebni pomicka
k vyuovacimu pFfedmétu "Semiund? z teorie fyzikdlnich mé¥eni™ v 1. semestru.
Jeho obsahem jsou zdkladni poznatky potf¥ebné pro pripravu, provddéni a vy-
hodnocovdni fyzikdlnich pokuat v zdkladnim fyzikdlnim praktiku, kterd poslu-
chadi abgolvuji v daldich gemestrech gtudia. Skriptum poslouZi jako pomocni
literatura i pro toto zdkladni prektikum.

Skriptum se sklddd ze Sestl obsahem i obtiZnosti dogti rdznorodych ka-
pitol. Pam, kde by matematické prostredky potFebné p¥i ddsledném vykladu
presdbly mofnosti peosluchacd 1. gemestru, upustili jsme od dikazd a odvozo-
véni a sna%ili jome se spiBie o ndzorné pifibliZeni poznatkl; tykd se to pre-
dev3im tématu Chyby mé¥eni ve 4. kapitole. Zdjemeci o podrobnéjsi studium
nejdou ve akriptu doporudenou literaturu.

Skriptum zahrnuje vedle vykladovych C¢dagti i pFfiklady. Tyto priklady
jsou neoddélitelnou cdati textu a jejich prostudovdni je nezbytné pro osvo-’
jeni prezentovanych poznatkl.

Skriptum vzniklo na zdklad® nafich pFedndiek, které jsou souldsti pfed-
m&tu "Semind¥ z teorie fyzikdlnich méieni', na matematicko-fyzikdlni fakul-
té& UK v Praze. Na jeho vypracovdni vSak mé mezanedbatelny podil ¥ada nadich
gpolupracovniki a peosluchadd MFF UK. Dovelujeme si jim touto ceatou poddko—
vat. Nafe zvldsitni pod&kovédni patii doc.dr.E.Svobodovi, €Sc., vedoucimu ka-
tedry didaktiky fyziky MPF UK v Praze, ze& vEestrannou podporu a pomoc p¥i
zprecovani skripta a dr. J.Kunzfeldovi, €Sc., odbornému asistentu z katedry
fyziky & didaktiky fyziky P¥F UP v Olomouci, za svédomité provedeni recenze
& za cenné pripominky k textu. V neposledni ¥adé bychsm chtéli poddkovat
sekreti¥ce katedry didaktiky fyziky MFF UK V.Mddelové za pozorné, pedlivé
a rychlé piepsdni predloh z rukopisu a posluchalce MFF UK E. Calthamlové
ze nakresleni obrdzkd. '

(tendfe prosime, aby ndm 8d8lili své p¥ipominky k textu skripta.

Praha, za¥i 1985
Auto¥i






1. ¥Vyznam pokusu_v procesu fyzikdlniho pozndvdni

Fyzlke je prirodni véda; jejim dkolem je pozndvéni zdkladnich e univer-
zdlnick vlastnosti hmoty. Je to véda exaktni a kvantitativni, Cesty, JjimiZ
se fyzlkdlni véda ubird, maji experimentdlni i teoreticky chsrakter. Vzteh
téchto dvou metod poznéni je schematicky zmdzornén na obr, 1.

MyBlenkovy pokus J
Pokus - hypotéza

—— = — - —
K3

} Teorle

B — Sroméni myéIEIlk
Vyhod &né
yhodnoceni vého & skutecného

pokuau -~ potvrze
nebo zamitnuti hy
potézy |

Obr. 1. Cyklicky se opakujici teoretické a experimentdlni postupy ve fyzi-
kdlnim pozndvéni

Zakladnim zdrojem pozndni ve fyzice je experiment neboli pokus. Z teo-
rie vyplyvd, co je (a co neni) predmétem zkoumdni, tj. pomoci jakych zdklad-
nich pojmt a vztahl dany védni obor modeluje objektivni realitu, a zdkledni
zdkonitosti. (Tak nap?. mezi zdkladni pojmy meckaniky pat¥i hmotnost, délka,
¢ag, gila, rychlosgt, hmotny bod atd., zékladniml zdkony jsou napr. Newtono-
vy pohybové zdkony.) Z nich lze odvodit piedpovédi (hypotézy) tykajici se
néjaké specidlnisituace (napf., zdkony padu télese ve vakuu v zemském gravi-
ta&nim poli); odvozeni  hypotéz probihd v tzv. mydlenkovém experimentu.
Ke zjadténi souhlasu &i nesouhlasu hypotéz se skuteénymi, redlnymi déji pro-
vddime vlastni pokus (nap¥. studiem pohybu redlného kyvadla), jeho? soucds-
t{ je zpravidla méFeni (nap?. doby kyvu v zdvislosti na 4élce zdvésu, hmot-
nosti a materidlu télesa atd ). Ziskané v?sledky je treba vyhodnotit a po-
rovnat s hypotézou. Pokud dospéjeme k souhlasu je pokus ovévenim teorie a
jeho vysledky mohou prispét i k ejimu daldimu rozvijeni Je-lr vysledkem
srovndni negouklas, je pot¥ebe se vrdtit a hledat jeho pridinu nejprve ve
zphgobu vyhodnoc=ni, dale v gamotném pokusu, v odvozeni hypotézy &i v sa-
motné teorii.

Z hlediska obec eho pozndni je cilem pokusu provérit vybrany dilcéy zé-

& teorie sro anim g v¥ysl dky méFeni. Z hlediska praxe je cilem pokusu

31 tit pouz tel .ost teorie n vysvétleni uréiteho diléiho jevu. S tim sou-
visejl hlavni charvaekteristické znaly pokusu:
2) zdmérn’ vybérovost (vybirdme podminky, 2za nichZz md sledovany proces pro-

behnout a rovnd%Z vybirdme sledované veliéiny),



b) mozrnost ovéfeni zdvérl opakovédnim (kaZdou praxi chdpeme jako spoleden-
sko-higtorickou, kazZdou teorii jako jeji diléi ab-
straktni model; proto je vddeckou povinmosti umoZnilt
prové¥eny ziskanych zdvéxd) zveFejnénim v3ech nezbyt-
n¥ch informaci o teoretickyech p¥edpokladech, prak%ic-
kém provedeni a zplUsobu vyhodnoceni pokuau).

Fyzikdlni pokugy mohou byt kvalitatiwvni nebo kvantitativni. Vysledkem
kvalitetivofho pokusu je kvalitativni zjifténi (jev nastal &i nenastal, po~
kusny objekt - vzorek - md4 nebo nemd danou vlastnost apod.). P#i kvantita-
tivoim neboli mérném pokusu se sleduji velikosti pozorovanych vlastnostd
a zmén. Pro soufasnou fyziku jsou tyﬁické prdvé pokusy kvantitativai, je-
jichZ vysledky jsou podminkou pro formulaci a ové¥ovéni teoretickych zdvE-

ri v matematické podobd.

2. Fyzikdlni velidiny & jejich jednotky

e s ks e it ko PP S i

Velikost sledovanych vliastnosti nebo jejich zmén vyjadfujeme pomoci
fyzikdlnich velidin. Konkrétni tvar takového vyjddieni zdvisi na tom, z ja-
ké soustavy veliéin a jednotek pFitom vychdzime.

Fyzikdlni velidiny charakterizujl objektivni vliastnosti pFfedmétd a je-
Jich stavl, které lze kvalitativné rozpoznat od jinych a kvantitatiwnd
uréit.

Fyzikdlni velidiny v sobé proto zahrnuji jak vdaj o kvantité dané vlast-
nosti, tek o jeji kvalit&; jeden udaj bez drubého neni fyzikdlni velidinou.
Symbolicky to miZeme zachytit vziahem

x ={x} .[x] , (1)

kde x znamend fyzikdlni velidinu, {x} jeji &iselnou hodnotu a [x] jednotku.
Fyzikdlni velidiny miZeme podle jejich povahy rozdglit na extenziwni,

intenzivni a protenzivni.

- Extenzivnil veliéiny (velidiny kvantity, mnoZstvi) jsou ty, které miZeme
povaZovat za Gdst vétdich celkd® nebo za soudet mendich Sdati. Pat¥i mezi
né naep¥. délka, hmotnost, energie, sila, moment setrvadnoati, elektricky
ndboj aj. '

- Intenzivni velidiny (velidiny kvality, stavové) vyjadfuji fyzikdlni stavy.
Pat?i mezi né nepi. fermodynamickd teplota, tlak, elektrické napéti, in-
tenzita elektrického ¢i magnetického pole apod. '

- Protenzivnf veliliny se spojitd méni a jejich zpétnd reprodukce neni moz-
nd. Takovou povahu md Cas.

Fyzikalni veliliny miZeme rozliovat jedté podle jinych hledisek. Nap¥.
podle oblasti méFeni hovo¥ime nékdy ¢ velidindch mechanickych, elektrickych,
optickych atd. Toto rozdéleni viak neni jednoznadné, protoZe s Fadou veli-

&in pracujeme p¥i méreni v rdznych oblastech.



Podle fyzilkdlné matematického charakteru mohou mit fyzikdlni welidéiny
rizny poéet sloZek. Fodle poétu sloZek rozliBujeme velidiny skaldrni, vek-
torové a tenzorové.

Skaldmni velidiny (skaldry) maji jednu slozku. Jsou to nap¥. hmotnost, délka,
teplota, ¢as, permitivita homogenmiho dielektrika.

Vektorové velidiny (vektory) maji obvykle t¥i sloZky {(pokud s nimi pracujeme
v t¥irozmérném prostoru}. Patii mezi né& nap?. gila, moment sily, hybnost.

Tenzorové velidiny (tenzory) maji 3% glo¥ek, kde n se nazyvd rdd tenzoru.
Tenzor 2, Yddu md tedy 9 sloZek, tenzor 3. Tddu 27 sloZek. Vektor bychom
mohli ve shodé s tim chdpat jako tenzor 1. .Fddu (3‘I = 3 gloZky) a skalédr
jako tenzor O~-téhe Fddu (30 = 1 glozka)}. Tenzorem 2. Paddu je nap¥. permiti-
vita anizotropriho dielektrika, tenzor hybnosti tubhého télesa {(ktery popi-
guje pohybovy stav télesa obecnéji neZ odpovidajici velidina vektorovd).

SloZky fyzikdln' veliéiny jsou véechny stejného druhu - vyjadfuji stej-
nou kvalitu - a kaZdd z nich zehrnuje ¢iselnou hodnotu i jednotku. Pro kaiZ~
dou sloZku tedy plaeti symbolicky vztah (1).

Mezi viemi fysikdlnimi velilinami lze vybrat nékteré, které jsou vzdjem—
né nezdviglé a z nichZ je moZné videchny ogtatni odvodit. Takové veliéiny na-
zyvame za&kladni, ostatni pak cdvozené. Soustavy zdkladnich a cdvozenych ve-
1liéin je moZné zvolit rdsznym zpisober. Za zdkladni veliéiny se obvykle pou-
zivaji ty, pro néZ se snadno popife zplgob jejich méFeni a které jsou pokud
moZno dobfe pochopitelné z béZné zkudenosti. V poglednich letech bylae jedna
z takovych moZnych soustav pfijate ne zdkladé mezindrodnich dchod a v mnoha
zemich, mj. i u nds, bylo jeji vyhradni pouZivdni stanoveno zékonem. Je to
soustava veliéin a jednotek SI.

P¥i fyzikdlnim m&¥eni srovndvdme (pom&Ffujeme)} nezndmou wvelidinu se zvo-
lenou velidinou stejného drubu, kterou nazyvéme jednotkou fyzikdlni velidiny.
Pro mé¥eni dané velldiny lze pouiit rdznych jednotek., St¥edovéky kupec méFil
napf. délku kusu 1dtky -v loktech &1 pdzich, které se mmnohdy liSily od mésta

"k méstu} setkdte-li se s anglickym fyzikdlnim textem, najdete v ném casto
jako jednotky délky palec, stopu, &i yard; u nda jsme zvykli poufivat jako
Jjednotku délky metr.

Volba jednotky fyzikdlni velicéiny je otazkou dohody. Ve fyzice md tato
dohoda o jednotkdch mezindrodni charakter. V Ceskoslovensku je uzdkondna zé-
‘konem 35/62 Sb. a zavedena normou ¢SN 01 1300 "Zikomné mé¥ici jednotky" od
1.1.1980, Tato mezindrodni soustava jednotek SI (System International d’Uni-
tés) je zaloZena na sgoustavé velidin obsahujici 7 velilin zdkladnich, 2 ve-
1i&iny doplnkové (o nichi dosud neni rozhodnuto, zda pat¥{ mezi zdkladni ne-
bo odvozend) a odvozend velidiny. Soustavé velidin odpovidd soustava jedno-
tek: pro zdkladni velidiny jgou vhodnd voleny a definitoricky stanoveny
zékladn! jednotky, pro doplnkové velidiny jednotky doplnkové a pro odvozené
velidiny jednotky odvozend.




U kazZdé velidiny a jednotky rozlidujeme ndzev a znadku. Ndzvy & znalky

velidin a jednotek jgou stanoveny stdtni normou. Pro zédkladni a doplnkové

veliiny soustavy SI jsou uvedeny v tabulce 1, pro nékteré odvozene velidi-
ny v tabulce 2, (VB8immé&te si, Ze nékteré ndzvy jednotek jsou odvozeny od
vlastnich jJmens pifeme je vdak vidy ¢ malym pismenem na zaddtku. Znackami
téchto jednotek viak jsou velkd pismena.)

Tabulka 1. Zakladni & doplnkové fyzikdlni velidiny a jejich jernotky
v soustave SI

Velidiny Jedrotk
Nézev Znadka Rozmérovy Nédzev Znactka
gymbol
délka : L, a L metr m
hmotnost m, M M k¥1logram kg
éas t , T T sekunda 3
. elektricky proud I I ampér A
<
T termodynamickd .
g% teplota T , 8 ) kelvin K
B
™ lédtkové mnozZstvi n N mol mol
gvitivost I J kandela ‘ cd
‘Y .. . x)
sg rovinny uhel oG, ﬂ, ‘};., radian rad
2% progtorovy ihel 2 gteradidn sr

2.2.1 Zdkladni jednotky soustavy SI

e e e o B et et e e e e o e e 1 e e e e e

Na zdékladé mezindrodni dochody jsou pFijaty nédsledujici definice zdklad-
nich jednotek: '
. . . . - " . o 1
Metr je délka drdhy probéhnuté ve vakuu svétlem za dobu 5 7 358
sekundy.

Kilogram je hmotnost mezindrodniho prototypu kilogramu, ktery je ulo-
zen v Mezinarodnim G¥adé pro véhy a miry v Sévres.

Sekunda je doba trvdni 9 192 631 T70 period zdPeni, které odpovidd
prechodu mezi dvéma hladinami velmi jemné struktury zdkladniho stavu atomu
cegia 133,

Ampér je elektricky proud, ktery p¥i stdlém pritoku dvéma rowvnobéiny-
mi primymi velmi dlouhymi vodii zanedbatelného kruhového priFfezu, umisté-
nymi ve vakuu ve vzddlenosti 1 m od sebe, vyvola mezi vodidi silu
2,107 m.}cg.s"2 (2.10"7 newtoni) na 1 m délky.

X} p¥i revizi OSN 01 1300 v roce 1985 bylo navrieno zaradit doplukové
jednotky mezl jednotky odvozené.



Kelvin je 273,16td &dst termodynamické teploty trojného bodu vody.

Mo. je latkové mnozZgtvi soustavy, kterd obsahuje prévé tolik elementdr-
nich jedinct. kolik je atomd v 0,012 kg uhliku 12.
Kendela je svitivost zdroje, ktery v daném emédru vysild monochromatické
zdfeni o kmitodtu 540.1012 hertzd, a jehoz zdifivost v tomto smdru je 1/683
wattu ne steradidn.

e i e o e e e ) g e e s et e e e e e e e

Ragidn je rovinny ithel tvoreny dvéma polopiimkami, ktere na kruZnica
opsané z jejich poddtedniho bodu vytinaji oblouk ¢ délce rovne jejimu polo-
meéru,.

Steradidn je prostorovy thel s vrcholem ve str¥edu kulové plo-hy, ktery
na této kulové plofie vytind ¢dst s obsahem rovnym druhé mocniné poloméru
této kulové plochy.

S e e ey e kP e o e e 1t P e Lt et k] e e e e B e e s B

Ze sedmi zdkladnich velicéin soustavy 51 lze v3echny ostatni fyzikdlni
veli¢iny ocdvodit pomoci definiénich fyzikdlnich vztahl (zapzanych obvyklym
zplisobem ve formé velidinovych rovnic, tj. pomoci znafek v21idin), Analogic-
ky je mozné ziskat jejich jednotky - odvozené jJednotky SI ¥V tabulce 2 jsou

- uvedeny ndzvy a znafky nékolika prikladd odvozenych fyzikdlnich velidin a
jejich jednotek.

Tabulka 2., Nékteré odvozené wvellliny soustavy SI a je ich jednotky

Veliéina Jednotka
Ndzev Znadka Hdzev Znalka
objem v krychlov metr m3
frekvence £ hertz Hz
rychlogt 4 metr za sekundu meas”1
uhlové rychlost ) radian za sekundu rad.s”
tiaek _.5.. pascal o Pa
mechanické napsti T pascal o Pa
vykon . b Twett 7 W
moment sily ) 0 n wton metr N
moment dvojicé"égii i newton metr N.m
elektricke napétd u Cvolsw v
elektromotorické napéti U, volt v
elektricky potencidl @ volt v
;2{2nz1ta elektrickéhe E’ volt ne metr V.mr1
elektrickd indukce D coulomb na Etvers - Com™®

ny metr

I




Pokralovédni tabulky 2

( Velidina Jednotka
Egézev Znadke, Nédzev Znadka
permitivita £ farad na metr Fom™ !
permeabilita M henry na metr How™
magneticky indukéni tok é . weber Wb
mngnetickd indukee 3 tesla T
intenzita magnetiokého - -1
_pole H ampér na metr A.m
tepelnd kapacita K, C joule na kelvin I
mdrné tepelnd kapacita c joule na kilogram Jokg™ K
a kelvin |
osvétlent E lux 1x |

2.2.4 Nésobky g dily Jednotek

V nékterych pFipadech je pouZiti zdkladni
pohodlné, protoke dand jednotka je bud p¥ilif mald nebo velkd a diseiny

Uda] by byl unepfehledny. Pak

nebo odvozené jednotky ne-

je vyhodné pouZit ndsobhd nebo dild Jednotek.

Nésohky a dily se tvofi pomoci predpon, které se pFipojuji pred ndzev

jednotky a tvori s nim jedno

ndrodni dohody a u nds je stanoveno normou.

PrevdZné se pouZivd ndgobkld a 4110 tvorenych s koeficientem 1

glovo., PouZiti predpon Je také pFedmétem mezi-

oan,

kde n jJe pPirozend éislo, Piipoudti se vBak pouZiti daléich rdsobkld a di-
14 - tvofenych s koeficlentenm 101 & 10%?, PFenled ndsovkd a aild jednotek
a prisludnych predpon v soustavéd SI Je uveden v tabulce 3,

Tabulka 3. Predpony SI a odpovidajici ndsobky a dily jednotek

| [

PFfedpona gnemend Pfedpona_ 7 namend Predpona 7 nemend
Nazev |Znacks ndsobek Nédzev Zna§kal ail Nézev | Znalka néiigek
exa B 1018 atto a 10"18 | hekto | n 107
peta P 1019 femto f 10~1% | deka da 10"
tera 7 1012 piko P o~ 12 || qeci d 10~
giga G 10 nano n 1079 centi 1072
mega M 10° mikro | 1078 /
kilo K 102 mili m 107> | - ><

Predpony se maji pripojovat vidy k prvé 2z jednoduchych jednotek, jimiZ
je dand odvozend veliéina - y:adfeia. Napr. jednotka intenzity elektrického
pole miZe byt kV.m_1, jedrotka zrychleni cm. 8”2, V¥jimednd je moZné u nd-

gobkl nebo 4ill jednotek ¢ogt. pouiivanych pFipojit pfedponu i k daldim jed-
noduchym jednotkdm vyjaiT¥uj: :im >3ivozenou jednotku, jako nap¥. u jednotek

intenzity elektrického pole V.cm”1

nebo mérného elektrického odporu Qo . cm.
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BéZné se v kaZdodennim Zivot& v technické praxi i ve stardi literatufe
getkdvdme s jednotkami fyzikdlnich velidin, které nepat?i do soustavy SI.
Z nich nékteré stdtunl norma pripousdti - ty, jejichZ pouZiti je vBecobecnd vii-
té a které jmou vyhodné v uritych specidlnich oblastech. Jaou to tzv.
vedlejsi jednotky. Jejich dplny seznam je uveden v tabulce 4. Kromé nich je

mozZné pouzivat jednotky kombinované z vedlejdich jednotek nebo z vedlejdich

A. h"1, kg@xﬁ”1.

jednotek a jednotek SI, nap?.

Tabulka 4, Vedlejsdi jednotky a jejich vztah k jednotkdm SI

r |

v 181 t
edlejal gfdno ka

Velidina

Veztah k¥ jednotkam SI

Objem

Hmotnost

Plo3ny obsah
Optickd mohutnost
Zddnlivy vykon
Jalovy vykon
Enargie

vtefin&x) (1)

gradx) (%)
litr L
tuna t
hektar ha

dioptriex) D
voltampér |V.A
var var

elektron- |eV
volt

Ndzev Znadka
Cas minuta® |min 1 min = 60 s
hodina® |n 1 h = 60 min = 3600 s
den®) d 1 d=24 h =86400 s
Rovinny dhel stupeﬂx) (%) 1° = (% /180)rad (pfesnd)
minuta™ () 1" = (1/60)° = (% /10800)rad

(pfesné)
177=(1/60)" = (% /648000)}rad
(p¥eans)
18 - (@ /200)rad (piesné)
1£ =1 dan’ = 1077 w’
14 = 10° kg
1 na = 104 n°
19D =1m"
1 VoA =1 W
1T var = 1 W
1

eV = 1,60219.10° 7 g

Atomovd hmotnostni atemovd u Tus= 1,66057.10_27 kg
konstanta hmotnogtni
jednotkaf
Délka astronomi of 11
kéx'ednot— UA 1 UA = 1,49598.10 m
Ka
parsek p8 1 ps = 3,0857.10}6 m
svisslny | 1y 1 1y = 9,4605.10'° m
rok¥
I _
x) U téchto jednotek nelze poufivat predpony.




Dalsdi jednotky, s nimi¥ se miZeme jedté ndkdy setkat a kiteré nepatri
anl mezi jednotky SI, ani mezi vedlejdi jedmotky, jsou tzv. neplatné jed-
notky. Jejlch prfehled je uveden v tabulce 5. Pouzivdni neplatnych jednotek

norms nepovoluje.

Tatulka 5. Neplatné jednotky

Velidina Neplatna jednotka Vzteh k jednotkém SI

Nazev Znacka

Plodny obsah ar a 1a=10° m?
barn b 11 = 10728 42

$ile xilopond kp 1 kp = 9,80665 N (pPesnd)

Tlak §§é3§oﬁgtga Etve- kpom—2 1 kp.zr2= 9,80665 Pa (presné]
kilopond ne Stve- kp.cm_e 1 kp.cm.—2 = 9,@0665.104 Pa
redny centimetr . (pfesnd)
torr torr 1 torr = 133,322 Pa (presnd)
bar bar 1 bar = 105 Pa

Machanioké napéti kilopond ha Etve- kp.mm—e 1 l=cp.m::1—2 = 9.@0665.106 Pa
reény milimetr { pfesné)

Teplo kalorie cal 1 cal = 4,1868 J {(presnd)

7{hové zrychleni gal Gal 1 Gal = 1 cmes™2

Dynamickd viskozite polse P 1P = 0,1 Pa.s

Kiﬁggfcké viskozita! astok ' st 18t = 1 cmCeg”

Magnetickd Ilndukoe gausa G 16=10%71

Intenzita magnetic—-| oersted | oe 1 Oe = (1000/4 ) A.u

kého pole (preand)

Magneticky indukéni| maxwell u 1M =102 wp

tok ;

Dévie rad red 1 rad = 1072 Qy

Activite curie e 1 01 = 3,7.10'0 Bg (pFeens)

OzA¥eni . rentgen R 1R = 2,58,107% ¢.xg™
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Pro charakteristiku odvozenyeh velidin a jejioh veiehu k zdkladnim ve-
1i&4ndm je ndkdy uiitednd pouizit jejich rozmér (dimenzi).
‘Ka%dé ze zdkladnfch velidin je p¥iFazen urdity rozmdrovy symbel (rozmd-
rové gymboly zdkladnich velidin soustavy SI Jscu uvedeny v tabulee 1).
venirem fyeikdinf veliSiny wzhledem k zdkladnim velidindm pek nazyvdme for-
mélnl sou&in vﬁech rozmérovych symboll s prisludnymi exponenty a oznaéuaeme
Jed Do




Pouziti rozmérd fyzikdlmich velilin miZe byt ufitedné nepr. pri piripro~
vé méfeni, pro kontrolu, zde veliliny, které chceme méFit a pro které jsme
odvodili potfebné vztahy, maji skutedné rozmér charakteristicky pro danou
velidinu. Na druhé strané je nutné pii prdci s rozméry zachovdvat urditou
opatrnost, protoze v nékterych pfipadech maji velidiny, které se svou kva-
litou podstatné 1lidi, stejny rozmér (viz p¥iklad 1).

PFi zdpisu rozméru fyzikdlni velidiny se ¢initel g mocnitelem nula
zpravidla nezaepisuje. Jsou-1li' vBechny mocnitele ve fyzikdlnim rozméru nulo-
vé, Tikdme, Ze dend velilina je berrozmérovd (nebo Ze md rozmdr 1), ogtatni

velidiny nazyvédme rozmérové.

¥ékdy se pro zjednoduleni pracuje misto s rozmérovymi symboly zdklad-
nich velidif se znalkami zdkladnich jednotek - a mistc rozmdru dané veli-
¢iny se pak gou%ivé vyjédreni jednotky dané veliliny goudinem zdkladnich
jednotek SI1 °

rm e g e A e e e e  H e e B s e ey i e e 43S 2 e o e s s 1t e o e ool e o e e et e
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Sila je odvozend wveliina, kterou miZeme v jezdnoduchém p¥ipadé
odvodit ze zdkladnich veliCin soustavy SI veliCimovou rovnici:

F=mas= m-%% s

kde ¥ je sila, m hmotnost, g zrychleni, g drdha, t cas.

Rozmér sily dostaneme z této veliéinové rovnice, dosadime-~1li za znad-

ky veliéin jejich rozmérové gymboly:

D(F) = ¥.L.T°2, :
Podobné miZeme z $€to velidinové rovnice vyjédrit jednotku sgily pomoed
goudinu jednotek zdkladnich: ¥ = kg.mwe"g.
Stejné i pro jiné fyzikdlni velidiny:
tlak p: D{(p) = AT jednotka Pa = m"1.kg.s_2;
elektricky ndboj Q: D{(Q) = I.T, jednotka C = A.s3
energie E : D(E) = M.1°. T2, jednotke J = kg.m>.s <
moment sily M: D(M) = M.Lz.T—E, jednotka K.m = kgom2os_2.
Posledni dvé z uvedenych veliéin maji stejny rozwdr, alkoliv jsou kvali-
tativné odlidnéd; také ﬁyjédfeni jejich jednotek soudinem jednotek zdklad-
nich je stejné.

Nékdy se tem, kde me ve vyjddfeni jednoiky fyzikdlni veliliny objevu~
je doplukovd jednotka, setkdme s dvojim vyrazem: nap¥. pro vdhloveu rych-
logt rad.s” ' nebo jen &1, Radidn je ndzev jednotky rovinného Ghlu, rad
Jje znadka této jednotky; rovinny dhel je pFitom bezrozmdrovd velidina.
Protos rad.g je znalka jednetky dhlové rychlesti, '

5! je vyjédfeni jednotky dhlové rychlosti pomoc{ zékladnich
- jednotek SI. :
)Y zéxiednim fyzikéloim prektiku vystadime s vyjadfovdnim jednotek pomoci
zékladnich jednotek. Je viak pot¥eba si uvidomovat, Ze ma v tomtc pripadéd
nejednd o rozmdry fyzikdlmich welilin.

-8 -



Priklad 2, Bezrozmdrové velidiy.

a) Doplnkové velidiny - rovinny a prostorovy thel:; D(e« ) = 1, D(§2) = 1.

b} Odvogzené bezrozmérové velidiny jsou obvykle definovédny pomérem dvou
fyzikdlnich velidin gtejného druhu. Nap¥. relatiwvni index lomu je
ddn pomérem rychlosti svétla vy, ¥, Ve dvou uvaZovanych prostfedich,

n
¥2
D(n) =~§é;l; = EJE;; =1 .
2 L.
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Pro rozmérovou velidinu:

v = 3,4 CHYBNE (chybi jednotkatl)
v = 3,4 mg SPRAVNE

v = 0,0000073 m.s" | NEVEODNE (nep¥ehledndl)
v = ?,3.10"6 m.s-1 nebo L

v=17,3 pm.sq SPRAVNE

Pro bezrozmérovou velidinu

n= 1,5 , SPRAVNE

3. Metody méreni

¥ my3lenkovém experimentu (obr. 1) uréujeme, co budeme zkoumat (jaky
idealizovany objekt, resp. jakou jeho vlastnost, &1 jaky d&j); t}. ze vie—
ho zkoumatelného vybereme urditou 3d4st. Tento abgtraktni pochod pak urcuje
v redlndém pokusu volbu redluého zkowmandho objektu -~ a tim i "zbytku" ob-
jektivnf Teality, ktery nazveme prostfedim, v némZ se ndd redlny objekt na~
chdzf (okolim objektu). Ze viech moZn¥ych vlastnosti objekiu sledujeme Jjen
nékterd, a to za urditych vnéjiich podminek, urdenych fyzikdlnimi vlastnost-
mi jeho okoli (= nich¥ opét obvykle sledujeme jen nékterd), a to zp:avidla
z kvantitativniho hlediska. Provddime tedy mérend.

Mé¥eni je soubor experimentdlnich vkond, jejichfZ dWlelem je stanovit
hodnotu mé¥ené velidiny (mdFen{ hodnot jednotlivych velidin mebo urdeni
funkdniho vztahu mezi nékolika velidinaml)., Pi¥i méF¥eni se ziidtuje velikost
mé¥ené velidiny ve zvelenych jednotkdeh.

Abychom mohli md¥it fyzikdinf{ vlasinosti, musime porovmat pisobeni
zkounaného objektu (p¥edmdtu, d¥je) g plsobenim jiného (m¥rnéhe) objektu ~
~ mdé¥ldla, ktery Je realizaci (zt3lesnénim) odpovidajici fyeikdini jedunetky.
.Schematlcky jeo to zachyeenc na obr. 2.



nmy#lenkovy experiment:

a) idedlnd b) zvoland
: vlastnost
objekt (velidina,ren
Jeji Jjednotka
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o ) objoky nejpYesnd &)
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A
m

lidské

smyaly

4 'v ]
m&TFent

Obr. 2. Méi‘eni

P¥l gubjektivnim mé¥eni se srovmdvd plsobeni bezprostiednd na lidské
smysly, p¥i objektivnim m&Feni na mé¥iol za¥izeni. Pro modern{ védu je ty-
ploké snaha o objektivizaci mé¥eni, tj. zmenSeni Ulohy lidsk¥yoh smysld v mé-
Feni.

Kazdé méteni je zalo%eno na urditém fyzikdlnim jevu, kterému Fikdme
mé¥ici princip. Tak pFi mdéfeni teploty ﬁgﬁe byt méficim principem
napi. fteplotni roztaZnost nebo termoelektricky jev. Zplsob,jekym pak na
zdklad$ mériciho principu danou fyzikdlni velidinu mé¥ime, se nazyvd mdiici
metoda. -

Mé¥ici metody miifeme klasifikovat podle rdznyoh hledisek, -Tak napt.
rozlifujeme;

1. Metody pFimé g‘nepfimé. Za pfimé me oznaduji takovéd metody, pPi nlohZ se
hodnota méiend veli&iﬁ&:zjié%ﬂje primym srovndvdnim se zndmou hodnoton
t6%e velidiny. P¥imé_je nap¥. méFen! aélky. pomoci rdznyoh délkovych mé-
Fitek, méfeni elek%f;gkého odporu porovnénim s normdlem elektrického od-
poru, méfeni hustoty‘ﬁapalin huatoméry, méren{ hmotnosti vdZenim.

P71 nep¥imych méfeﬁich s¢ hodnota mé¥end veliéiny stanovi na zdkladd
uréitého fyzikdlniho vzishu z hodnot jingFch veliZin (zmé¥enfoh jinou me-
todou). Nep¥imou metodou m&¥ime nap¥. elektricky odpor na zdkladd Ohmova

zdkona pomoci hodnot proudu a nap&ti{, hustotu kapaliny pomoci hodnot je-
Ji hmeotnosti a objemu. '
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3.

Nekdy se o pPimych a nepfimych metoddch méfeni hovo¥i z jiného hledig-
ka. Za p¥imé ge cznaluji ty metody, p¥i nich%Z se méFend velidina uréi na
zdkladé definidniho vztahu. Ostatni metody, které vychdzeji z jinych vzta-
hi neZ definidnich, jsou pask nep¥imé. P¥{mou metodou v tomto pojeti je
nap¥. m&reni hustoty télese pomoci jeho hmotnosti & objemu, méFeni rych-
lost! rovnomérného pohybu na zdkladd fasu a urafené drdhy, méfeni elek-
trického proudu na 2zdkladé Ohmova zdékona. Naproti tomu nepifimé je napt.
méreni hustoty télesa na zdkladd Archimedova zdkona - z Udajd o sile, kte-
rou t&leso je nadlehdovéno v kapalind zndmé hustoty & o tize tdlesa ve
vzduchu. Jinym p¥ikladem nep¥imé metody je mdfeni elektrického gdporu po-
moci prbudu a Jouleova tepla vyvinutého za urditou dobu, nebo méFfent rych-
loati zvuku z kmitoétu a vlnové délky.

8 prvym z uvedenych pojeti pPimych a nep¥imyoh metod se setkdme v kap.
4, pFi urfovdni chyb méfrent.

Metody absolutni a relativni (srovndveoi). Absolutnimi metodami nazyvéme

ty, jimiZz urdujeme hodnotu méFené veliliny v p¥{slusnych Jjednotkdch., Re-
lativnimi metodami méFime pomEr dvou velidin stejného druhu. Jeou to tedy
metody srovnévaci, jimi% se porovndvaji dvé hodnoty té¥e veliliny. Nap¥.
absolutni metodou urdujeme elektricky odpor z Ohmova zdkons jsko podil
zméFeného napéti a prouduy urceni hodnoty elektrického odporu miastkovou
metodou , kdy bezprostfednim vysledkem m&¥eni Jje zjiBtén{ pomdru heodnot
mé¥eného a srovndvaciho odporu, je p¥ikladem relatiwni (srowvndvaci) me-
tody.

P¥i srovndvacim méfeni miZeme ovSem ziskat také hodnotu m&fené velidi-
ny v p¥islusnych jednotkdch, méme-li k dispoziei pro arownédni jednetkovou
velidinu, nebo alespon velidinu, jeji¥ velikost v danych jednotkdch znd-
me. Proto ge pro ndkteré fyzikdlni velidiny zhotovuji pFresné miry, kte~
ré se nazyvaeji etalony, normily nebo standardy. Takovyml etalony jsou
nap¥, zdva¥fi, normély elektrického odporu, kapacity.

Metody statické a dynamické. U statickych metod urdujeme hodnotu mé&fend -

velicéiny z klidového ddaje pPistroje, u metod dynsmickych 2z periodického
pohybu méFfioiho systému. Statickou metodou md¥ime nap¥. tuhosf-pruﬁiny k
pomoci vztahu ¥ = 1?—, z Udaje o tize G t8lesa, které je v klidu zavéBeno
na pru#ing, a protaifbni pru¥iny X+ Tuhost pruziny miZeme urdit i dyna~
mickeu metodou pomoci vztahu k w= mooz; k tomu je poifeba urédit dhlevou
frekvenci o t6less ¢ hmotnosti m kmitajiciho na pruZing.

0 metodé substitudni hovorime tehdy, nahrazujeme-li méreny objekt normé-

ly o zndmych hodnotdch veliliny tého¥ druhu, a¥% dosdhneme steného efek-

tu jako od samothého m3Yeného objektu. Normdly pro m&ieni substitudni me-
todou Jsou uspordddny deo sad tak, aby z jejich hodnot bylo moZné jednodu-
chou kombinaci seatavit libovolnou hodnotu. Nejlasté&ji se uiivajll aady _

desetinné soustavy, nap¥. s &iselnymi hodnotemi: 1, 1,1, 2, 5, 10, 10,

.20, 50, 100, 100, 200; 500, atd. Takové sedy tvoi{ nep¥. z&vei{ a kepe~

citni, odporové €1 indukdni dekddy.

- 12 -



5

P¥i metodé kompenzaini kompenzujeme (vyrovndvédme) efekt méFeného objektu

gtejnd velkym efektem opadného znaménka pomoci normdlu velidiny stejného
druhu. Mezi kompenzalni metody lze nap¥. zafadit mdFeni elektrického odpo-
ru Wheatstonovym mistkem. Zvl&5tnim pFipadem kompenzadni metody je meto-

de nulovd, p¥i niZz jsou oba efekty presné v rovnovdze a v¥chylka indikad-

niho p¥istroje je nulovd. Nulovou metodou je prédvé mEtreni elektrického
odporu Wheatstonovym mistkem, ale i nap¥. véZeni.
MéFici metody lze klasifikovat i podle dal3ich hledisek; tak nap¥. po-
dle zg?sobu indikace vysledku méfeni dé&lime metody na analogové a digitdlnd
apod.

4., Chyby méfeni

4.1 Zdroje chyb mé¥eni

e e p o 7 e B L

f&elem mgFeni je stanovit hodnotu n&jaké fyzikdlni velidiny pro dany
objekt &i jev za danych podminek. Srovndme-1li teoretickou pFedpovéd hodnety
této velidiny s hodnotou zméfenou nebo grovname-li nékolik zm&¥enych hodnot
mezi sebou, miZeme mezi nimi zjistit odchylky. Zdroje tdchto odchylek lze
hledat v kterémkoli misté Fetézu vedouciho od teorie ke skutednému pokusu
g zpét (obr. 1). Je tedy naprikled moZné, Ze odchylka byla vyvoldna chybou
v teorii, nebo Ze jsme se v mySlenkovém experimentu dopustili chybnych dvah
¢ moZnych vysledcich méteni. S t8mito pripady, jekkoliv dlileZitymi, se viak
getkévame tak z¥idka, Ze se jimi v daldim vykladu nebudeme zabyvat. Ve zby-
vajicich p¥ipadech nezveme odchylky mezi (pFfedpoklddanou) jedinou sgkutednou
hodnotou mé¥ené veliciny - prisludnou danédmu objektu { jevu) ze danych pod-

minek - a mezi hodnotami namdfenymi chybou méfeni; Fikédme, Ze nam&fené

hodnoty jsou zatiZeny chybou.
Zdrojem chyb méfeni miZe byt:

- méFeny objekt,
- proatredi (okoli objektu),
- mé¥ici metoda,
- mérici za¥izeni,
— pozorovetel (experimentdtor),
- zplgob vyhodnoceni vysledka.
Chyby zpGsobené méFfenym objektem vyplyvaji Casto 2z toho, Ze objekt ne-

mé dokonaly geometricky tvar nebo neni idedln& homogenni. Nap¥. pfi méfeni
poloméru drédtu se miZe projevit, Ze drdt nemd po celé své délce dckonaly
kruhovy prifez stejnych rozméri.

ProsgtFfedi miZe ovlivnit chybu naméfenych hodnot tim, Ze.jeho charakte-
ristiky nemaji pFedpoklddanou hodnotu nebo Ze se tato hodnote v pribéhu meé-
Feni méni. Nejcastéji to byvd teplota prostiedi, kterd miZe znatelné ovliv-

2)5

Podrobnd jsou riizné mé¥ici metody popsdny nepi. ve skriptu [2] a v knihdch

(31, (41 = (6] .




nit nep¥. vysledky p¥l mé¥eni viskozity, povrchového napdti aj.

Dalsi priinou miZe byt nedokonalost méiici metody. Obvykle je tomu
tak tehdy, neodpovidaji~1li podminky skutedného pokusu doatatednd pregné
predpokladim, z8 nich? byla metoda teoreticky odvozena., Nap?. pFi vaZendi
nebereme nékdy v uvahu vztlakovou gilu pisobici ve vzduchu na vdZené pred-
méty. Chyba, které se tim dopouftime, je mald u téles, jejichZ hugstoty se
pFil1is nelidi od hustot zavaii - avdak mife byt znacdnd pro télesa s velmi
odlidnymi hustotami.

Také méPici zafizeni (mé&fidlo) Jje zdrojem chyb, jejlchZ pridéinou je to,
Ze je nikdy neni moZné zhotovit s absolutni dokonalou pfesnosfi. Chyba mé-
¥idla miZe byt zptisobena napi. t¥enim mezi jeho pohyblivyml souddstkami,
jejilch setrvadnosti, negprdvnym usporddanim rysek stupnice &1 nerovnora-
mennosti vahadel u vah. K chybém mé¥fidel se podrobngji vradtime v odst. 4.5.

Chyby zplisobené pozorovatelem (chyby pozorovdni) vyplyvaji z nedokona-
logti lidskych smyslt, Clovdk mé napi. omezenou rozliBovamci schopnost p¥i
vidéni i pFi vnimdni Easovych intervalil. Do chyby mé&Ffeni se miZe také pro-
mitnout zpoZdéni, ¢ nimZ Elovék reaguje na vnéjdi podndty {reakdéni dobal.
Casto se objevuje chyba &teni, kterd je zplisobena nepresnym Etenim ddajt
mé¥idlae pozorovatelem. Chyba &teni miZe vzniknout nap#. tim, Ze se ukazova-
tel méridle nalézd v urdité vzddlenosti od stupnice a pozorovatel odelitéd
méreny uda]j pi¥i pohledu ze strany (tszv. paralaxni chyba). Jind chyba Steni
miZe vzniknout tehdy, odhaduje-1li pozorovatel hodnotu méFené velicdiny z po-
lohy ukazovatele mezi dvéma ryskami stupnice (tzv. chyba interpolace; viz
ddle odst. 4.3). Jinym pdvodcem chyb pozorovdni mohou byt smyalové klamy.
Chyby pozorovéni ge zvét8uji s inavou pozorovatele, se Spatnym osvétlenim,

nadmérnym hlukem apod.

Chyby p¥i vyhodnocovéni vygledkd méfeni vznikaji pouZitim nevhodné wvy-
hodnocovaci metody, béinymi poletnimi chybami nebo pri jinak sprdavném podi-
tdni nezbytnym zaokrouhlovénim &isel.

—— e e Bl e e

4.2 Druhy chyb méfeni

Nékteré z chyb, o jejichZ zdrojich pojedndval pFedchozi odstavec, jJe
moZné rozpoznat a korigovat; u jinych to vSak nelze., Principidlné je nemoi-
né mdrit dokonale pfegné. Chyby jsou v namérenych hodnotdch vZdy pritommé;
skuteénou hodnotu mérené veliéiny nedovedeme urcéit. V dalSim textu se bude-
me snaZit najit postupy, jimiz lze z naméfenych vysledkl zatiZenych chybami
ziskat informaci, kterd ndm skuteénou hodnotu priblizi.

Chyby méreni miZeme vyjad¥it jako absolutni nebo relativni.

Predpoklddejme, Ze jsme N~krdt zméFili hodnotu velidiny w. Oznaéime-1li

w; hodnotu urtenou p¥i i~tém mé¥eni (i = 1, ..., N) a w™ gkutednou hodnotu

veliéiny w, je absolutni chybs i<tého méfeni £; déna jejich rozdilem:

€= Wy - W . (2)

Ze vztahu (2) je vidét, Ze absolutni chyba je vyjdd¥ena ve stejnych jednot-
kdch, v jakych méF¥ime velidinu w.
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Relatiyni chyba Si i~tého méteni Jje definovdna vztahem
- a. ‘
--.l-—&
8= —= . (3)
W
Casto se tato chyba vyjadfuje v proeentech:

5;-8—1'.100%  (3a)

Relativni chyba je bezrozmémvd velidina. D4vd ném zpravidla ndzorndj-

8l predstavu o kvalité méreni nez absolutni chyba. Nap¥. hodinky, které se
opozdi o 1 sekundu za 1 rok, Jjsou zrejmé kvalitndJB8i neZ hodinky, které ae
o 1 gekundu opozdi za 1 hodinu. Abasolutni chyba je v obou pFipadech oviem
8tejnd; rozdil v kvalité hodimek se odrdZi v rozdilné relativni chybé.

Chyby (af ji% je vyjddfime jako absolutni nebo relativni) mohou byt
ndhodné, systematické nebo hrubé. Jejich povabhu pomiZe pFribliZit pFiklad
- stfelby na terd (obr. 3

Uprost¥ed terde leZi Zddouci hodnota zdsahu, oznalend x*, DosaZené zé-
sahy tvef{ - s vyjimkou jediného oznadeného H - skupinu soustfedénou kolem
"gtredu" M (nezajimd:'nds zatim zplaob, jak ¥ urdime; v3imneme si viak, Ze
v misté M nemuai nutné byt zZddny skutedny zdsah).

Rozd{il mezi X a ¥ (nmap¥. 2 cm dold vpravo od X~¥) uddvéd tzv. systematic-
kou chybu. MiZeme ai predastavit, Ze kaZdy zdsah je zatiZen toutéZ menulovou
systematickou chybou. Rozdily mezi jednotlivymi zdsahy & M maji dva chgrakte-
rigtické rysy: ) -

a) mohou byt riznéhe sméru (vprave, vlevo, nahoru, dold)

b) velké rozdily (poméfovdno vzddlenosti) jsou méné &asté ne? rozdily malé.
Tekové chyby oznadime za chyby ndhodné. Za zvld3tni pfipad ndhodné chyby po-
vafujeme hrubou chybu, zndzorn&nou rozdilem mezi M a zdsahem K.

— systematickd chyba
e \
VA A ;>5
(17 2N
[ 1 &)
[N
\ .
N nédhodnd chyba

Obr. 3. StFelba do terce

Analogicky mluvime o chybdch systematickych, ndhodnjch a hrubych i v pri-
padé fyzik&lnich méFfeni, 1 kdyZ tu existuje jeden zdvaZny rozdil. V piipadé
g2tfelby zndme Zddouci hodnotu, ji% chceme zdsahem dosdhnout (stfed terde);
neni proto obtiZné urdit odchylky dosaZenych zdsahd (tj. velikost systematic-
ké chyby a ndhodnych chyb). V p¥ipedé fyziké&lniho méfeni tuto "Zadouci" - sku-
" telnou hodnotu méfené velidiny zpravidla nezndme (s vyjimkou mé¥eni zndmych
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norméld, nap¥. p¥i cejchovén{ p#fetrsdii). Cilem méFen{ prévd je zf{skat o ni
informace ze souboru naméfenjch-hodnot.

P#i m&feni oznadujeme za systematické 1ty chyby, které p¥i opskovaném
méfeni téZe velifiny, provedeném za stejnych podminek, maji stejnou absolutni
hodrotu i znaménko a kieré se piri zménd podminek méni podle urédité zdkoni- °
tosti, Systematické chyby se nezjisti ani nezmensi opakovédnim méFeni, pokud
se toto mé¥eni provddi ze nezménénych podminek - pouze Jejich zmdnou, napt.
pouZitim Jiného m&¥idla, Jiné mé¥ici metody apod. Cést systematickych chyd
je moZné zjistit a za uréditych podminek korigovat.

Systematické chyby jsou mirou sprévnosti mé¥eni; méfeni je tim sprdv-
n&jsi, éim ménd se "stred" neméfenych hodnot odliduje od skuteéné hodnoty.

0 systematick¥ch chybdch ge ddle pojedndvd v odst., 4.3.

Ndhodné chyby jsou chyby, jejichZ absolutni hodnota i znaménko se médni
nédhodnym zpisobem p¥li opakovanych méFfenich téZe veliliny za t¥chZ podminek.
Nédhodné chyby nelze ani vyloudit, ani korigovats promitaji se do vBech m&~
feni, Vyslednd ndhodnd chyba je mirou reprodukovatelnosti mé¥en{; méreni je
tim lépe reprodukovatelné, &im mensi jsou rozdily mezi jednotlivymi, opako-
vand namdPenymi hodnotami. Ndhodnym chybdm je vénovén odst. 4.4.

Visledky md8feni jsou obecnd vZdy zatiZeny Jak nédhodoymi, tak systeme-
tickymi chybami. Souhrn chydb, zehrnujici jak vBeechny chyby systematické, tak
i chyby ndhodné, se nazyvd nepfesnost m¥teni. C(dst systematickyeh chyb miZe-
me v nékterych pfipadech najit a korigovat; po korekei vSech zndmych systema-
tickych chyb je pak souhrn chyb nazyvdn nejlstotia méfeni. Se systematickymi
chybami, jejichZ hodnotu nelze béZnyml zplasoby urdit, se pri vypoétu nejiato-
ty méfenf politd jako s chybaml ndhodnymi.

K tomu, abychom ze souboru mamé¥enych hodnot ziskall informace o skuted-
né hodnotd méfené veliciny, je potfeba urdit velikosti systematické chyby
i ndhodnych chyb. Pro urdeni ndhodnych chyb jsou vypracovdny presnd uréené
postupy vychdzejici pFimo z namé¥enych hodnot; sezndmime se s nimi v odet.
4.4, Pro uréeni systematlcké chyby takovd obecnd pravidla neexistuji, Prede
stavu o tom, zda a jak velkou systematickou chybou je zatiZen soubor mdie-
ni, miZe poskytnout srovndni s vy¥sledky jinych souborl méFeni dané velidi-
ny - méfeni provedenych s jinymi p¥ietroji, jinymi metodami, jinymi experi-
mentdtory, na Jinych pracovistich. O zplsobech vyhleddvdni systematickych
chyb pochdzejicich z riznych zdrojl se podrobnéji pojedndvd v ndsledujicim
odstavei 4.3.

Uplnou pFedstavu o skutedné hodnoté mé¥ené veliliny ziskéme jen iehdy,
uréime-11 ndhodné chyby a odhadneme~li chybu systematickou. Oboji Je nezbyt-
hou souldsti vyhodnoceni provedenych md¥eni.

4.3 Systewatické chyby méfend

Jak ui jsme se zminili v pfedchozim odstavei, jJe moZné ndkteré ze sys-
tematickych chyb mé¥enl rozpoznat a korigovat; tim jesou z vysledkli méFfeni od-
strandny. Nikdy si vBak nemiZeme byt jisti, zda vysledek mé¥eni neovlivnuji
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daldi{ systematické chyby, které Jsme nezjistili. ProtoZe vdak o nich nevime,
zistdvaji souddstl chyb méfeni, kterd pokldddme xa ndhodné.

I kdy%Z 8 nerozpoznanymi systematickymi chybaml zachdzime jako s nd=-
hodnymi, neznamend to, Ze zménily své vlastnosti. VZdy proto mohou systema~
ticky jednim smérem ovliviovat vysledek m&Yen{ - zplsobem, ktery se ném ne-
podafilo zjistit. Proto je potfeba vénovat identifikaci a odatrandni syste-
matickych chyb z vysledku méreni velkou pogornost. Je to obtiZné, protoZe -
- na rozdil od urfovdni ndhodnych chyd - nemdme pro hleddni chyb systematice
kych k dispozici jednoznaéné ndvody.

V daldim textu vySetiime nékteré vlastnosti systematickyoh chyb, které
" ném ukd%i urdité moinosti jejlch identifikace. Budeme se zabyvat systema~
tickymi chybami ze dvou hledisek: viimmeme si jednak jejich zdroji, jednsk
jejich zmén v prdbdhu méieni.

Chybu mé¥eni vyvolanou kterymkoli zdrojem chyb miZeme rozdélit na cdst
gystematickou a ¢4st ndhodnou.

Systematické chyby metody mohou byt disledkem nepFesnosti, pfibliZnos-
ti vziall poufitych pro popis mdfeného objektu za danych podminek. P¥iéinou
miZe byt 1 neadekvdtnost pouZitého teoretického modelu v dané experimentdl-
ni situaci. Nap¥. p¥i méFfenich s kyvadlem pouZivdme vztahy odvozeré pro ne-
koneéné maly rozkyv. Neadekvdini miZe byt zdkon volného pddu uplatnény pfi
popisu pohybu télesa padajiciho ve viskoznim prostiedi, kde pa n& piisobi
velké odporové sily. Jind ukdzka systematické chyby metody a jeji korekce
je uvedena v prikladu 4.

Systematické chyby, jejich%f zdrojem je metoda méFeni, je obvykle moZné
odgtranit zpresnénim pouZivanych vztahl, vypodtem a korekei chyby, nebo
volbou jiné metody méfeni.

Systematické chyby méFidel jsou zplsobeny jejich nedokonalym provede-
nim nebo nesprdvnym pouZitim., Piikladem miZe byt nepifesné narysovend siup-
nice, zdvaZi pokrytd nedistotou nebo opotiebovand dloubym pouZivdnim, ne~
stejnd délka ramen vah apod. Systematické chyby mohou mit p¥icinu i v ne-
sprédvné poloze prigtrojd pii méieni a ve vzdjemném ovliivnovdni pristroji.

Korekci systematickych chyb méfidel je moZné provést pomoci pFesné j-
§ich méridel, jak je to nap¥. popsdno v odst. 4.5.2. Lze ji vyjddrit tfeba
ve formeé korekéni tabulky, obsahujici dvojice hodnot naméPenych korigova-
nym & srovndvacim méridlem, ¢i ve formé koreklni kiivky, v niZ jsou zazna-
‘mendny vzdjemné odchylky hodnot zjisténych obéme méFidly v zdvislosti na
velikosti hodnoty méfené velidiny., ProtoZe systemstické chyby méridel se
mohou s Easem ménit, nap¥. vlivem opotiebeni apod., je tF¥eba srovndni s pres-

né&j3imi méridly (cejchovdni) po urdité dobé opakovat.

Systematické chyby pozorovani vyplyvaji z nedokonalych pozorova01ch
moZnosti €lovéka a nékdy i ze Spatnych pristupli a navykd experimentidtora.
Nap#. mezi né pat¥i uz zmirénd paralaxni chyba, kterd vznikne, divé-li se
experimentdbor pfi odeditdni hodnot na stupnici Zikmo. Systematické chyby
pozorovdni mokou mit p¥i¢inu i1 v omezené rozlidovaci schopnosti oka 'a
v reakini dobé. Pozorovatel nékdy déld systematickou chybu pfi odhadu zlom-
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ki df1ku stupnice (chybe interpolace) =~ nap¥. p¥li odhadu desetin dilku dévd
ndkdo pfednost vriitym hodnotdm: u stfedu dilku se rozhoduje spiSe pro odhad
0,4 nebe 0.6, kiezto jiny pozorovatel ddvé s vyznamnéd vys3i frekvenci pred-
nost odha@u 0,5.

Chyby pozorovéni lze odstranit, budeme-li misto subjektivantho méFfeni pro—
vddét méreni objektivni (srov. kap. 3). Pokud to neni moZné, je Séstelnd ces-
ta k odstranéni systematickych chyb pozorovdni v opakovdni méfeni jinymi oso-
bami za Jjinek stejnych podminek.

OQkoli meteného objektu se pbvykle stdvd zdrojem systematickych chyb
tim, Ze ovliviuje mé¥eny objekt nekontrolovanym zpisobem. Castym takovym vli-
vem je teplota okoli - napf. pri méfeni povrchového napéti se miZe teplota
vzorku, zmé¥end na poldtku, v pribéhu méFfeni pod vlivem teploty okolniho pro—
gt¥edi ménit. SnaZime se proto pro vyloudeni téchto systematickych zhyb mit
pod kontrolou pokud moZno vSechny faktory okoli, které by méfeni mohly ovliv~
nit. Do zdznamu namé¥enych hodnoty ktery poFizujeme p¥i méFeni,zapifeme pro
jistotu i teplotu, vlhkost a tlak vzduchu v laborato¥i, piipadné i dalsi pod-
minky, které povaZujeme za vyznamné.

Systematické chyby p¥i vyhodnocovédni mohou vzniknout nap¥. ze zaokrouhlo-
véni a p¥i pouziti pFibliZnych numerickych metod vypolti, Jejich p¥iéinou
miZe byt samoziejmé i pofetni chyba. Lze se jim vyhnout sprdvnym zaokrouhlo~
© vanim &igel, pouzitim jinych numerickych metod nebo vypodtem &i odhmdem od-
chylky pFibliZného vypoltu - a ovienm také tim, Ze vZdy zkontrolujeme sprév-
noat vypoftu. Vypocetni chyby mohou vzniknout¥tehdy, pouZijeme-li k vyhodno—
ceni nam&fenych hodnot elektronickyech kalkuldtord nebo poditadd. Jejich zdro-
Jem €asto byve stisknuti chybné kldvesy, pouziti nesprdvného programu aj.

P¥i pohledu z druhého hlediska rozlidime mezi systematickymi chybami
chyby konstgntni a proménné. Koustantni systematické chyby maji v pribdhu
mdfeni pro vBechny hodrnoty md¥ené veli¥iny stdlou velikost. Naproti tomu
proménné systematické chyby se v prdbdhu md¥eri a v z&vislosti na hodnotd mé~
Yené velidiny m&ni podle néjgkého zdkona. (Nemohou se mdnit ndhodnd; pak by
to nebyly systematické, ale ndhodné chyby.) Mohou byt rostouci, klesejici,
periodické apod.

Mezi konstantni systematické chyby pat#i €asto chyby pozorovdni rutinova-
nych experimentdtorfil, ktefi si zafixovall uréité pewvné ndvyky a pFistupy
k méfeni. Chyby pozorovdni nezkulenych experimentdtord jsou obvykle proméuné,
a dokonce mohou mit charakter chyb ndhodnych. Konstantni systematické chyby
mohou byt také mezi chybami mé¥idel, nap¥. u nepfesnych zédvazi.

P¥{klad promdnné chyby najdeme na obr. 15; jinym p¥ikladem miZe byt
chyba zplisobend poklesem napéti akumuldtoru v pribd&hu ndjského elektrické-
ho mdfeni.

Nejpodetatndjsl, a také nejlastd8jsii jsou konstanini systematické chyby -
- a prdvé ty lze hife rozpoznat neZ chyby proménné. Je moiné se o to pokusit
nap¥, srovndnim alespon dvou vysledkd mdFeni té%e veliliny, ziskanych odlid-
" nymi zplsoby. Jednou z moinosti je map¥. srovmdni ziskaného vysledku s vy-
sledkem, ktery namd¥il Jiny experimentdtor v jiné laborato¥i. Ve fyzikdlnim
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praktiku miZeme pro srovndni vyuZit udajl z udebnic, tabulek apod.
Proménné systematické chyby je moZné sndze rozpoznat prdvé proto, Ze
v jejich zméné lze vysledovat néjakou zdkonitost. Je mozné na nd usuzovat
nap¥. ze gystematicky se ménicich-odchylek neméfenych hodnot od stfedni hod-
noty. Pro snazdi posouzeni prib&hu odchylek je vhodné je zaznanenat do grafu.
Systematické chyby z riznych zdrojld, konstentni i proménné, jamou aditiv-
ni; celkovd syatematickd chyba je ddna jejich soudtem.

Priklad 4. Systematickd chyba metody p¥li méfeni elektrického odporu na

- d i o e P S L ik Bt B e i e g ke Sy e S e ) e g e e B P T e A e W T B B e i 8 o] S e e o B

Odpor R rezigtoru miZeme m&¥it nepfimou metodou (viz kap. 3) taek, Ze
zméFime napéti U na rezistoru a proud I, ktery jim prouchdzi. Z nich pak
odpor vypoditdme pomoci Ohmova zdkopa, R = % . Zapojeni méFicich pri-
atroji je mo¥%né usporddat podle obr. 4(a) nebo 4(b).

R
—~V) O
il
d =
(a) I—(b)

Obr. 4. Schéma zapojeni pro méFfeni elektrického pdporu neprimou metodou

V zapojeni podle obr. 4(a) m&Fime proud I prochdzejicl rezistorem, avdak
misto napdti U na rezistoru méfime napdti U’', které je soudtem nap&ti U
na rezlstoru a napét{ U, na ampérmetru:

U’=U+UA. L (4)
Vypoditéme-1i pak odpor z Ohmova zékona dosazenim naméienych hodnot, do-
ptaneme vysledek R';

?

R =, | (5)
ktery Je zatiZen systematickou chybou. Je to disledek toho, Ze se do né-
ho promftla systematickd chyba Uy naméfenéd hodunoty napéti U’.

Systematickou chybu zatdZujici vypoltenou hodnotu odporu, kterd vy-

pPlyvéd z pou¥ité metody méFeni, je moiné korigovat wypoltem., Pro korigo-
vany odpor R rezistoru plati

U

po dosazeni za U ze vztahu (4) je
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3,
R=_LLJ—’-RA, (7)

U
kde korekéni &len R, = Tﬂ je vnitini odpor ampérmetru. Ze vztahu (7) ie

vidét, Ze korekci neni pot¥eba p¥i zapojeni podle obr. 4(a) provéadét,
je=1i R > R,. ‘

Podobné i zapojeni podle obr. 4(b) je zdrojem systematické chyby.
YV ndm wéfime pfimo napdti U na rezistoru; systematickd chyba se viak
objevuje v nam&¥enéd hodnoté proudu I’, ktery je roven souétu proudu I
ve vétvi 8 rezigiorem a proudu IV ve vétvi s voltmetrem:

I,=I+IV. (8)

Odpor R' vypolteny z nam&fenych hodnot U a I’ je tedy opdt zatiZen sys-
tematickou chybou.

Korekci miZeme provést podobnym zpisobem jako v piedchozim pFipadi.
Po dosazeni do vztahu (6) za I podle vztahu (8) dostaneme

, I,, -1
~ S S S S
I - IV
tj. pro korigovany odpor
’ 1‘1
R=('U——'R";) (9)

kde Ry = %; je vnitfni odpor voltmetru. V p¥ipadé tohoto zapojeni nent
potfeba korekei provddét, je-1i Ry > R.

Systematickd chyba nekorigovandho odporu R’ byla v p¥ipadé zapojend
podle obr, 4(a)

R=R'"-R= RA s

v p¥ipadd zapojeni podle obr. 4{b)

L N
R’ v
Je potreba pPipomencut, Ze pii tomto méfeni miZe byt vysledek zatiZen
dalsimi systematickymi chybami z riznych zdrojli - zpiisobenych napt. ne-
gprdvnym odelitdnim na stupnici pristrojii, nedokonalosti stupnice &i mér-
ného gystému pristroji apod. Tyto systematické chyby se samozfejmd uvede-
nou korekei neodstrani; je tfeba ge je pokusit zjistit a odstranit nséja-

kym jinym zplsobem.
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V tomto odstavci se budeme zabyvat vysledky pifimych mdieni (viz kap.3),
o nichZ budeme pFedpoklddat, Ze jsou zatiZeny jen ndhodnymi chybemi.

Takové vysledky jsou hodnotami ndhodné velidiny.

Ndhodnou veliéinu lze charakterizovat pravdépodobnosti, s jakou
nabyvd gvych hodnot. Ndhodnd velifina miZe byt spojitd nebo nespojitd.
Nespojitd ndhodnd velicina miZe nabyvat jen koneéné nebo spodetnd mmoha
hodnot. Jsou to Casto hodnoty celoéiselnéd, napf. popisuje-li tato velicina
podet ndjakych objektd ¢i jeva {(Cdstic, impulsd apod.)}. Predem zadand celo-
¢iselné hodnoty w nabyvd s pravdépodobnosti P(w).

Naproti tomu spojitéd ndhodnd velicdina miZe nabyvat hodnot, které se od
gebe libovolnd mdlo 1isi, Charskterizujeme ji pravdépodobnosti Py, w2),
s niZ hodnote této ndhodné velifiny padne do daného intervalu <{wy, wy) .
Ddle ge budeme zabyvat jen spojitymi néhodnymi velidinami.

Budeme nyn{ hledat tzv. zdkon rozdéleni spojité ndhodné velidéiny, je~
Ji% hodnoty dostdvdme jako vysledky primych méFeni. Tento zdkon ndm umoZni
dostat na zdkladé gouboru neméfenych hodnot néjaké fyzikdlni velidiny inm
formaci o jell skutednéd hodnotd. Nebude to pfimo tato skutednd hodnotay jak
uZ jesme ge zminili, neni moZné ji bezprostFfednd zjigtit. Uriime vask, v ja-
kém intervalu a s jakou pravdépodobnosti skutend hodnota mdfené fyzikdlni
veliciny leZi. ’

4.4.17 Rozdéleni Cetnosti_ v_souboru nemétrenych hodnot. 0d_histogramu

e iy A e A et e P A P e e e T €t AP e P R e e et e 4 B i i B e M P B s Bl e s e B et P e e i o B e fard S Lo i ¢

——— e e s

Pokusime se nejdfive ne konkrétnim pPikladu vySet¥it vlastnosti soubo-
ru namdfenych hodnot. Soubor bude velmi rozsdhly; pozdéji, aZ budeme znat
zpisoby zjisténd stiedni hodnoty a ndhodné chyby, ndm bude pro jeJich urée-
ni stadit podstatné mensi polet méreni.

P¥iklad 5. Mé&Feni doby kmitu torzuiho kyvadla.

et Gl R g g T Sl R S e B P WY o e ke P P e o e (e

Torzni kyvadlo (obr.5) se sklddd ze sviglého zavEsu nahore upevnéné-
ho, k ndmuZ je dole uchyceno téleso. Toto téleso kamitd kolem avé rovno-
vdiné polohy tek, Ze se otdéi kolem osy prochdzejici avisle stredem
zévdgu (zAvés ge pPitom torzné deformuje). V nasem pripadd je zdvds
tvofen drdtem a t8leso mé tvar védlce.

Zmérili jsme 100-krét dobu kmitu T tohoto kyvadla, Namdfené hodnoty
T, jsg? uvedeny v tabulce 6 (i je poFadové &islo mé¥eni, i =1, ...,
100),

2) Ma¥ent bylo bfovedeno stopkami - a te tak, Ze byla zmdiena vidy doba
deseti lmltd, 10.T,, aby se zmendily chyby pozorovdni vznikajici pPi
zapnuti a vypauti stopek na pocdtku & ne konci mé¥eni. V¥ tabulce

jsou uZ uvedeny vypoftené hodnoty T, .
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Obr. 5. Torzni kyvadlo

Tabulka 6. Nem#fené hodnoty doby kmitu torznfho kyvadla

—

1| 1 2| 3| 4 51 6] 7, 8, 9| 10| 11| 12| 13| 14
Ty

B 2,12 2,02 2,42(2,14] 1,92 2,22/ 2,16|1,88|2,44| 2,12(2,14| 2,32/1,92| 2,52
10195 16 | 17| 18| 19| 20| 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28
Iy

s |2,18|2,38{ 2,10/ 2,22| 2,28 2,04(2,26| 2,08|2,30|3,32|1,98| 2,12|2,26|2,40
1129 30| 31 32| 33| 34| 35| 36| 37| 38| 39 | 40 | 41 | 42
L

B |2,38/2,12(2,06| 2,22|2,32|2,00 2,14!2,32/1,92| 2,22 2,08 2,40 2,04 | 2,32
1|43 | 44| 45| 46 | 47 | 48| 49 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56
I "

% |1,54|2,30/2,10/2,28/2,02(2,20/ 2,44|2,24|2,06/9,36 2,20/1,86/2,08(2,18
1|57 | 58| 59| 60| 61| 62| 63| 64| 65| 66 | 67| 68 | 69 | 70
i - -

® |1,94/2,20(2,30 2,18/ 2,18|2,12|2,06|2,24|2,30 1,98 2,24!2,32(2,02|2,34
i |7 |72 | 73|74 75| 76| 77| 78|79 | 80 81 | 82 83| 84
731 ’

® |2,14]2,32 2,00/ 1,98 2,18/ 2,26|2,26 2,06{2,36| 2,28(1,92|2,14 2,14 2,28
1 )85 |8 |87 | 8|8 | 90| 91| 92|93 94| 95| 96|97 | 98
E;'
‘8 |2,462,18|2,06| 2,28(1,98|2,26| 2,08|2,08/1,96| 2,18/ 2,18 2,48|2,20/1,98
1 | 99 | 100

! .

ii 2,14/2,02
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Soubor hodnot v tabulce 6 Je nepFehledny. Uspordddme ho proto do
ndkolike skupin. Vieckny namé¥end hodnoty leZi v intervalm
Iwe(1,8; 2,6) s. Rozddlimo interval I na ndkolik &dsti - 2zvolime nap¥.
délku jedné Sdstli A I = 0,1 a1

I= (1,8 1,9) u (1,93 2,0) U (2,03 2,10 u (2,13 2,2) u (2,25 2,3>u
U(2,33 2,4) U (2,43 2,5 U (2,55 2,6).

Vypoditdme nyni absclutni a relativni Eetnosti namdé¥enych hodnot spada-
Jicich do téchto diléich intervall a uspordddme Je do tabulky (tab. 7).

Tabulka 7. Rozddleni absolutnich a relativnich &etnosti

D181 inter—l
val Q‘E" (1,83 1,9> (1,93 2;Q> (2,03 2s1> (2!13 2!2> (2323 ?93>
Q 3 13 7 26 2z
q 0,03 0,13 0,17 0,26 0,22
Dil1éi inter- ////;7
va1 81 (2,3 2,4)| (2,43 2,5) | (2,53 2,6)
Q 12 6 1
q 0,12 0,06 0,01

Abgolutpf Zetnoet Q je polet nam$¥enyoh hodnot T, gpadajieich do
daného di1&iho dasového in%ervelu. Relativni Zetnost q je dédna podilem
absolutni &etnostl Q ¥ celkovému poétu mdfeni i's

=38 .
17y
Rogzlo%eni relativnich &etnost{ zobrazime graficky pomoci taov.
higtogramu relativnich Zeinost{. Velikost relativni &etnosti v ném zné-
zornime obdélnikem odpovidejici vydky nad lanym dildim intervalem oT
{obre 6).

4) Atcolntni 4 relativnd “etumosti ‘son tedy .prostd 8isla, maJi rozmér 1.
Soudet absolutni{ch Setnogti pro viechny d{l&{ Intervaly musi byt ro-
ven celkovému podi méren’ N. Soudet relatiwvmich Eetnosii e roven .
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Obr. 6. Histogram relatiwvnich &etnoastd

Higtogram na obr. 6 md tvar dasto me objevujici u souboxli namdtenych hod~
not libovolné spojité néhodné veliliny w. Dosahuje nejvétdi vysky zhruba
uprost¥ed intervalu namdienych hodnot a k jeho okrajim se splodtuje., P¥ed-
stavie 81, Ze bychom zvétdovall podet namd¥enycir hodnot a zmenfovall délku
dil8iho intervalu A w. Hornf zubaty okra] histogramu by se tim vyhlazowval,

a% by v limitnim p#ipadé predel v hladkou kFivku p(w),

p(%) = lim glw; w +aw) = 14m 1 AQw; w +taw) | (10)
: B» oo aw N‘-’ﬂbﬁ ‘ OHW

Tento mydlenkovy poatup je znédzornén na obr. T. Jeho levd atrana vy-
jadfuje néds8 predpoklad o exlatenci jediné skutedné hodnoty méfenéd velidiny,
o Pravddpodobucat vyskytu této skutednéd hodnoty Jje tedy P(wE) = 1. Dva
stiednf obrdzky pfedstavuji histogramy relativaich Setnosii naméFenych hod-
not veliliny w, naznaéujioi zvéiSovdnl poétu mdfeni N a zmenSovdni dil&iho
intervalu A w. Pravd %dst obr. 7 je grafem funkce (10).

Fupkce p(w) md vyzuam hugtoty pravddpodobnosti. Jak ddle uvidime, jJe
s Jej{ pomoci moiné uréit pravddpodobnost, s jakou bude hodnota veliciny w
lefot ve zvolendm intervalu. K tomu viek budeme potPebovat analytické vy-
Jddfen{ funkce p{w).

Budems nyn{ predpoklédat, ¥e
- mifeme ziskat neomezend mnoho namdfenych hodnot velidiny wj
= tyto naméfené hodnoty jeou hodnotami apojité ndbodné velildiny;

- 24 =
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- kaZdou ndhodnou chybu je moZné vyjaddrit jako soulet velkého podtu velmi
malych chyb pochazejicich z nezdvislych zdrojl, které jsou c¢co do absolut-
ni hodnoty stejné velké;

- kaZdd takovd elementdrni chyba se pfl méFfeni objevuje se stejnou pravdé-
podobrosii se znaménkem "+" nebo "=,

Punkce p(w) je pak ddne vztahem

_.LE_"_%)_?'

1

. 26 11
syew )

a nazyvd se Gaussovo uneboll normdlni rozdéleni. Jejim grafem je Gaussova
neboli normdlni k¥ivks (obr. 7 posledni graf vpravo).

Hustote pravddpodobnoatl md itvar dany vztahem (11) vZdy, Jsou-li splné-
ny uvedend predpoklady. PFimd fyzikdlni méfeni v&tdinou idmto predpokladim
dostd dobfre vyhovuji. Proto je moZné zpravidla vidy pro vyhodnoceni vysled-
ki fyzikdlniho m&feni v praktiku pouZit normélniho rozddleni,’

p(w) =

4.4.2 VYlestnosti normédlnihc rozddlent

Ze vztahu (11) je videt, Ze funkce p(w) je definovéne pro viechns redl-
nd we (~oco, o). JejJi konkrétni pribdh zévisi na hodnotdch konstent noa

6 , kterd nazyvédme parametry normdiniho rozdéleni.

Parametr u Je tzv. sifedni hodnota a parametr ® smérodatnd odchylka.
Drubhd mocnine smérodstné odchylky, sz, se nazyvd rozptyl.

Pomoci hustoty pravdépodobnosti p(w) je moZné urdit pravdépodobnost,
s jakou hodnote velidiny w padne do urditého.intervalu (w’, w'’) C (~cQ, o0 ):

w”
P(w', w’) = jp(w) dw . (12)

«?
V grafu na obr. 8 Je pravdépodobnost P (w;, w'') zndzornéna obsahem plo-
chy pod normélni k¥ivkou v daném intervalu. Je vidét, Ze tato pravddpodcbnost
zdleZ{ nejen na $i¥ce intervalu (w’, w'’), ale 1 na jeho poloze. Pro
(W', w'') a (~00,00) je ‘
o0

P (~00,00) = fp(w) dw = 1 (13)

-0

5)Nebudeme tedy u kazdého souboru naméfenych hodnot zjiktovat, zda je moZné
vyjit p¥i jeho zpracovén! z normélniho rozddleni, PF1 pFesnych mdfenich je
oviem t¥eba vidy nejdfive vydetiit, jakym rozddlenim pravdépodebnosti lze
danou ndhodnou velidinu popsat.

€)¥ 1iterature se %asto setkéme také s ndzvem stiedni ky ratickd chyba
pro parametr G a s ndzvem variance pro & ©,
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Obr. 8, Gref hustoty pravdipo-
o dobnosti a preavdlpodod-
nost, s jakou hodnota w
padne do intervalu

Prw’.w‘)/ (w', w)

Viimnéme si, Ze je to v souladu s tim, jak jsme se od hiastogramu relativnich
detnoatl dostell k normdlni k¥ivee (obxr. 7). V histogramu byl soudet rela-
tivaich &etnosti, a tedy soudet délek obdélnikd, roven 13 pfi limitnim pre-
chodu Aw - 0 jako by se #ifka obdélnikd zmenBila tak, Ze "délky obdélnikdn
zaplnily celou plochu pod frekvendni k¥ivkou., Obsah této plochy vyjddfeny
analyticky vztahem (13) mé také velikoat 1.
Vrédtime se nyni{ k analytickému vyjddfeni normdlniho rozddleni (11) a
budeme studovat Jjeho vlaatnoasti.
(a) Vybetfime, v jakém bodd dosahuje funkce p(w) maxima ,
(b) Uk&¥eme, Ze normdlni kiivka je aymetrickd kolem svislé oay prochdzejici
jejim vrcholem .
(¢) Z2jistime, jaky vyznam mé parsmetr & .
(d) VyBetrime, jakd je pravdépodobnost P pro nékteré intervaly symetrioky
rozlofené kolem bodu w = a.

(a) Poloha maxims noxmdlni{ho rozd&leni

Hleddme lokélni extrémy funkee (11), tj. vypoditéme nejprve prvou deri-
vacl funkce p(w) a poloZime ji rovaou nule:

2
W =
dl?(w):d( 1 eﬁ 20’g Y=o
daw dw 5|2J¥:l )
_.(1_"_192)_2

1 L] 26 ] - ‘i 02 - “O 1
iy e (2? (w =~ nm)) (14)

Z celého tohoto vyrazu miZfe nabyvat nuly pouze rozdil (w = RA)y Yeifenim
rovanice (14) Jje proto jediny bod
wEu . (15)
Druhou derivaci funkce p(w) v tomto bodd uZ nemusime poditat; z grafu je
totif vidédt, %e tato funkce md jediny lokdlni extrém, maximum - a nabyvéd
ho tedy v bodé w = n. Parametr g tedy vyznaCuje polohu maxims mormdiniho

0 leni.
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(v) Symetrie morméinf kiiviy

Porovnédme hodunoty, jakych nabyvéd funkce p(w) v bodech w,, w, symetrioky
rozlofenych kolem bodu M. Podle obr. 9 miZeme body v, a8 w, vyJdd¥it pomoei m
a JeJioh vzddlenosH Awod u:r wy ma - AW, w, =n + AW .

£

o) |
Gbr. 9. Symetrie normdlni k¥ivky

2 P
Pak plati: _Lwy- - p-aw - )
2c:rz 1 26 ¢
p(w1) o . 8 = . €
si2w o2
s
(-AW)Z _{&w;
1 - 2 2 1 2y
p(w-l) = e € o‘ II eameam— L, O (16)
U“Eﬂ 042%

Prayd atrana vztahu (16) je stejnd, jako bychom dostali pri vypoltu p(w2).
Je viddt, Ze p(w1) = p(wa) pro lilbovolné dva body Wi, W, aymetricky rozlofe=
né kolem bodu u.

Normdlni kiivka je tedy symetrické kolem gvielé osy prochézejici bodem u,
tj, 1 jeJim vrcholem.

Ze symetrie normdlni krivky plyne pro pravdépodobnost P, Ze

P(u=-aw, u) =2 (30 +aw) , (17)
a také, jedtd na zdkladd vztahu (13), Ze

P(-DO%BA)-:P(@‘DQ)::O,So (18)

(c¢) Vyznam parametru & ;

Ploohe pod normdlni k¥ivkou mé vidy obsah rowny 1. ¢im Bird{ tato k¥ivke
proto je, tim musi byt niZsi (plod8i), a obrédcens. UkéZeme nyni, jakym zplso-
tem popisuje 3{ifku normdlni kiivky smdrodatnd odchylka. ‘

8{¥ku normdlni k¥ivky 4 miZeme m&¥it nap¥. mezi body, v nichiZ tato k¥iv-
ka dosahuje poloviny své maximilni vysky (obr. 10, Je tedy

d=w, = W (19)
a dfle .

p(w;) = p(w,) = 5 p(p). (20)
Maximdlni vysku normdlni k¥ivky uréime ze vztahu (11) dosazenim w = au

. (21)

plu) = !
s-{on'
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P
Obr. 10. S1%¥ka normdlnf
f%@ k¥ivky

je vidét, Ze smérodatnd odchylka tuto vysku jednoznalnd urduje.

Zjistime nyni hodnoty wq, W, vyhovujlici rovnici (20); Jsou to koPeny
rovnice

plw) = % p@g).

Po dosazeni z (11) a (21) a Gpravd md tato rovaice tvar

C(wew)?

1 20 1
e

oo T 2e Yord
_ LL;%L‘?
e

2 21
_?.
Obé strany logaritimujeme a dédle upravujeme:
2
- 1
__(1"__,53_).1111?
2@
(w-w?=20%m2,
Tate kvadratickd rovnice mé dva koFfeny
+ E—
(w=-wy, = Joim2,
z nichZ vypo&itdme hledané hodnoty w,, Wot
Wy o= Q- &yJy2 ln 2 = a - 1,18 ¢
Wo = M+ G'\}21n2 = él+1,186 .
Pro Bifku normédlni k¥ivky pak ze vztahu (19) dostaneme
d=w2-w4| =2,366 . (22)
Z toho jevidét, %e smérodatnd odchylka & jednoznand uréuje Sifku k¥ivky.
Cim je & vEtd1, tim je normdlni k¥ivka plodBi a Birfi. Je to vid&t na obdbr.

11, kde jsou zndzornény dvé normdlni k¥ivky se stejuou stF¥edni hodnotou, ale
riznymi smérodatnymi odchylkami ©,, Gy -

- 29 -



Obr. 11. Normdlni k¥ivky se stej-
nou gtfedni hodnotou a
riznymi smérodatnymi od-
chylkemi

(d) Intervaly spoleblivosti pro_parametr u_.

e e By e e e e e e Bt o e e Sy e e e e e

Jak uZ bylo uvedeno na zaddtku tohoto odstavce, zndzornuje obgsah plochy
pod normdlni k¥ivkou v urcitém intervalu pravddpodobnost P, s jakou padne
hodnota velidiny w do tohoto intervalu. VyjadPfuje to také vztah (12).

PF¥i zpracovéni naméfenych hodnot nds bude zajimat obrédcend dloha, nez
jakou Jeme formulovall v souvislosti se vzteham(12):; nebudeme hledat velikost
pravdépodobnosti pro dany interval, ale yelikost intervalu pro zvolenou hod-
notu pravdépodobnosti.

Budeme pe p¥itom zabyvat jen intervaly, které jmou symetrické kolem stied-
ni hodnoty us je moZné je vyjddrit pomoci parametr! normdlniho rozddleni tak,
Ze v obr. 9 poloZime Aw = k¢ , kde k je kladné &iglo. Tyto intervaly pak
miZeme zapeat ve tvaru

(u- ko ,pn +kd\).

Pravddpodobnost P miZeme vyjdd¥it bud jako nezdpormé &islo £ 1 (nap¥.
P = 0,999) nebo v procentovém tvaru (nap¥. P = 99,9 %). O intervalu, jemuZ
p¥isludi pravdépodobnost P, budeme hovofit jako o P~procentnim intervalu
apolehlivosti pro parametr 8:7)

Pro gvolenou pravddpodobnost P je moZné odpovidejici intervaly apoleh-
livosti (u - ko ; p + k& ) urdit pomoeci vziahu (12):

o aw . (23)

Pro ndkteré hodnoty pravdépodobnoati P jmou tyto intervaly zachyceny na .
obre 123 v poslednim Fddku tabulky 9 jsou pro jedtd deldi hodnoty pravddpo-
dobnoati P uvedena 8ipla k, jimiZ je moZnéd odpovidajici intervaly spolehli-

7jinterva1y ppolehlivosti se definuji i pro parametr € ; tim se vBak v tomto
" textu nebudeme zabyvat. ,
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Obr. 12. Intervaly spolehli-
vogtl pro parametr u
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vosti vyjddrit.

Na obr. 12 si vdimneme bliZe dvou p¥ipadll: v prvém 2z nich intervaluy,
ktery vydéluje prévé polovinu obsahu plochy pod mormdlni k¥ivkou (P = 0,5),

a ve druhém intervalu, v ndmZ tento obsah leZi prakticky cely (P = 1),

Pro P = 0,5 (= 50 %) je pFisludny interval gpolehlivosti (8 - 00,6750 ;
a + 0,675 ¢ ). Vyraz 0,675¢ (= % ¢ ) se nazyvA pravddpodobnd chyvba. MizZe
me se 8 ni ndkdy setkat v literatufe pojedndvajici o fyzikdlnich md¥enich.
Pravdépodobnost, %Ze ndhodnd veliéina padne do intervalu (g - 0,6750 ;

a + 0,675¢ ) Je stejné velkd jako pravdépodobnost, Ze padne mimo ng&j.

Pripad P = 1 (= 100 %) znemend, Ze ndhodnd velidina padne do odpovida-
jiciho intervaelu prakticky s jistotou. Nap¥. (ebr. 12) pro P = 0,997 je prave
dépodobné, Ze tomu tak nebude jen ve 3 pFipadech z 1000 - tj. 0,3 %. Tomu
odpovidd 8islo k = 3. Z posledniho Pddku tabulky 9 vidime, Ze pro jesSté jis-
téjsi pripad - P = 0,999 (= 99,9 %) je k = 3,26. Vyraz k.6 pro takové vyso-
ké hodnoty pravddpodobnosti P, pro néZ je rozdil (1 - P) zanedbatelny, nazy-
véme mezni_ chyba. Mezni chybu budeme prednostné pouzivat p¥i zpracovdni sou-
bortl neméfenych hodnot. Obvykle budeme volit P = ©,995.




4e4.3 JVlaptposti spofité néhodnd veliliny, kterd se Ffdf normélnim rozdd-
lenim

V pfedchozim odstavol jeme se zabyvali spojitou ndhodnou veli¥inou, kte-
rd ge ¥{di normdinim rozdsleni{m. Nezabyvali jeame se p¥itom otdzkou, jakym

zplsoben mifeme k hodnotdm této velifiny dojit.
Budeme nyni studovat vlastnosti spojité nédhodné velidiny w, jeji{Z hodno-

ty jsou ziskdny mérenim, Nejprve vy$etiime idedlni p¥{pad, p¥l némZ budeme
p¥edpokléddat, Ze mdme téchto naméfenych hodnot w; nekonedny polet (i = 1,2,
3, eev)s V daldim odstavci (4.4.4) pak prejdeme ke konednému podtu naméfe-
nych hodnot (i = 1, ..., N), ktery uZ bude odpovidat skutednosti.

Pro spojitou ndhodnou veli&inu w ¥{dic{ se normdlnim rozdédlenim, u niZ
méme k dispozici nekonend umnoho jejich hodnot L (1 =1, 2, 3, eev), lze
dokédzat ndeledujici t#i tvrzeni:

1. Stredni hadnota ndhodné velidiny je rowvna jeji skutecné hodnotd:

e.l = w* . (24)
2. Strfedni hodnota ndhodné veliciny je dédna vyrazem
>
W,
= i
a lim-—-—ﬁ——— (25)
¢ N->co ’

kde w, jsou jeji nédhodné vybirané hodnoty.
3. Rozptyl nédhodné veliliny Je ddn vztahem
52 = lim 'gT Lg4 (w, - (u)2 . (26)

N—= o0
Neznadime si postup, jakjm by bylo moZné dospdt k tvrzemi 1. a 2.
Ozpnadme ¢, néhodnou chybu i~-té hodnoty Wi Podle vztahu (2} je
Wy o= W+ E4e (27)

MA-1i soubor viech w, normélni rozddleni, méd je 1 soubor hodnot €.+ Prav-
dépodobnost vyskytu kladnych a zdpornych ndhodnych chyb dané velikosti je
stejnd velkd a stiedni hodnota ndhodnych chyb p, je proto rovna nule:

bg =0 . (28}
ProtoZe wﬁ'je konstanta, je stfedni hodnota u rovma primo we, 0dtud plyne,
ze = W,

tjc tvrzeni 1.
P¥edstavme gi N rovnic typu (27) zapsanych pro N ndhodnd vybranych
hodnot w,;, 1 =1, 2, 3, ... N, a pedtéme je.

Dogteneme:
N N )
D W = NWE+ 2. 6l (29)
i 1
1= =1
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Definujme aritmeticky prim&r W uvedenych N hodnot W, vztahem

N
W oa .& Z v . ‘ (30)
i1

Z rovnice (29) pek mifeme odvodit, Ze

N
e g, €y - (31)
ie

N
Poroste~1li hodnota N, lze olekdvat, Ze vyrasz 251 €, nebude systematicky
risty Jeho hodnota sice miZe nékdy rist, ndkdy klesat, celkovy trend viak
bude klesajici, nebot 3im v8t&i bude N, tim spife v uvedeném soudtu najdeme
ke ka%Zdé kladné chybsd urdité velikosti stejné velkou chybu zédpornou. Druhby
&len na pravé atrané rovnice (31) bude tedy s rostoucim N klesat tak, Ze
bude platit N

1
lim Z, £.= 0, (32}
N-m-oﬁ i=1 i
®F = 1im W% = 1lim « Wo o (33)
Koo N#w‘ﬁ Z i

1=1

Spojenim rovnic (24) & (33) dostaneme vztah (25) druhého tvrzeni.
Tvrzend 3., ponechéme bez dikazu, protofe jeho postup je néroény,

Kdybychom mohli méf¥enim zlskat nekonedny polet hodnot wy spoiité nshod-
né veliliny Fidici se normdlnim rozdélenim, wmdli bychom pomooil vztahu (25)
a (26) uriit parametry p a ¢ . Nebylo by to ostaind ani pot¥eba, protoZe by~
ohom mohli piimo vypoditet skutednou hodnotu w- pomoci vaztahu (33).

V kaZdém redlném experimentu je viak podet mdfeni, kterd miZeme provést,
kone€ny. Nemérené hodnoty tak tvori jisty yybér z neomezeného, tzv. zdklad-
niho gsouboru moZnych hodnot méfend veliliny. Mdme-1lli k dispozici pouze ko-
neény vybdr hodnot AL i=1, +.., N, nemiiZeme pouzit vztahl pro m,0 a we
z pfedchoziho odstavce 4.4.3. MOZeme je uréit jen pfibliZné, odhadnout.

Podle vztahl (24), (30) a (33) plati

p o= lim w

f=»oo

ProtoZe limitni prechod N —> oo nelze pro konedny vybér ze zdkladniho
gouboru uskutelnit, vezmeme za odhad stiedni hodnoty n aritmeticky priimér W,
t.

w

&% i=1- i -
o = — . (34)
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Odbad paramatru © nemiZeme takto jednodufSe provést - jak se ukdZe, vy=-
fetrime-1i vlastnosti chyb naméfenych hodnot. Misto absolutni chyby i=-tého
méfeni podle (2),

-

- v v . » 3 s
kterou neumime urcit, protozZe nezndme skutecnou hodnotu w , uréime odchylku
i-tého méreni od aritmetického priméru:

€

&wi=wi-;.r . (35)

Chyba €; se nazyvéd skutefnd chyba, protoZe je to odchylka namdrené
hounoty w; od pkuteéné hodnoty wo. Naproti tomu odchylka aw, namérend
hodnoty w, od aritmetického priméru w je tzv. zdanlivé chyba.

Pro hodnoty zddnlivych chyb plati ndasledujici tvrzeni:

&) Soudet véech zddnlivych chyb je vzZdy roven nule. Snadno ge o tom miZeme
pfeavéddit, vyjdeme-1li =z rovmice (35); uvedené tvrzeni lze vyuzii ke
kontrole gprdvnosti vypoltu zddnlivych chyb. mocnin

b) Soufet druhych mocnin zddnlivych chyb md mensi hodnotu nez souet E?EE?EE%
odchylek naméfenych hodnot od jiné hodnoty, neZ je aritmeticky primér.
Toto tvrzeni miZeme zapsat vztahenm

)2

Mew)? ¢ Mew)? 4 e+ (Hew)E > Few) 4 Gew) P L 4

+ (-":‘WN)E s
kde ¥ je libovolné &iglo, M £ W . Specidlnd pro M = m odtud vyplyvéd rove
ce

N 2 N — 2 B
E: (H - wi) > E: (W - wi) . {36)
1=1 l=1

Kdybychom tedy chtsli rozptyl ©° odbadnout tak, e bychom vynechali
Ttmitni pFechod a stfedni hodnotu m nahradili aritmetickym primérem w,
klesl by podle vztahu (36) goulet drubych mocnin. D4 se viak ukdzat, Ze to-
to zmenfeni lze vhodnéNkompenzovat, budeme-1i p¥i odhadu rozptylu zmendovat

N o jednotku: _
Lo (wym )2
2. 2 dim1
6% &£ 8" = Smpo—— 4 (37)

pro smérodatnou odhylku ¢ tedy dostaneme odhad, ktery se nazyvéd smérodatnd
odchylka jednoho méreni (z Fedy méfeni) a znalil se g:

= —
-2 )

?:' (w; = W)

2=1 - . (38)

Pro velmi velké soubory namé¥enych hodnot je N - 1 £ N; pak Jje moZné
uréit smérodatnou odchylku g ze stejného vztehu jeko & . Nap¥. pro N > 100
je rozdil, ktery tim vznikne, mendi neZ 1 %. 2v1&5t bude na drubé strand tie-
ba vySet¥it p¥ipaed, kdy je soubor namd¥enych hodnot maly.

(5:‘:3:
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NeZ k n¥mu prejdeme, bude uzitedné si uvédomit, jaky vyznam maji cdhady w
e a. Pri dostateiném poltu méreni je interval, do ndhoi padne md¥end hodnote
s pravddpodobnosti P, roven (w - k.s, W + k.g), kde k je stejné &islo pro
danou hodnotu pravddpodobnogti jeko v idedlnim pFipadé nekonedného podtu mé-~
feni (srov. odst. 4.4.2, bod (d) & posledni Pddek tabulky 9).

Vyraz k.s nazyvéme mezni chyba, je-1i odpovidajici hodnota pravdépodob-
nogti P blizkd 1 ~ stejné jako tomu byle u normdlniho rozdéleni. Analogicky
miZeme pro P = 0,9 hovo¥it o pravdépodobnd chybé (viz odst. 4.4.2).

o —— i A} o k) A o e o Pl ikt e S ey i . i et e 8 e e e s e e W B ey

V pfedchozim odstavei jame p#i charakteristice platnosti vztehu (38)
pouzili vyrazy “velmi velky" a “"dostatednd velky" polet méFeni. Kde mezi nje
mi leZi hranice a jaky poCet mé¥eni je uZ t¥eva brdt za "maly"? Zdlefi to
ne presnosti, & jakou chceme zigkat vysledek. Obvykle je moZné ga dostated-
ny povaZovat pofet md¥eni mezi 10 a 205 N 2 20 uZ je velml mnoho {prakticky
nekone&nd mnoho), N S 10 je mélo. B’

Pro maly podet méFeni mifeme sice vypoditat stiedni hodnotu w a sméro-
datnou odchylku jednoho méieni g pomoci vztahl (34) a (38), ale nemiZeme je
interpretovat stejné jako pfi dostatecné velkém N. Vyplyvéd to z toho, Ze p#i
malém poltu méfeni se spojitd ndhodnd velilina neridi normdlnim rozdélenim.

P7i malém poétu méFeni budeme predpoklddat, Ze se gpojitd nédhodnd veliw-
¢ina w #1di tzv. Studentovym neboli t-rozdélenim. Graf hustoty pravdépodob-
nosti p, {(w) tohoto rozdéleni je na obr. 14 - pro dva pFipady pottu mdieni
(N=2aN=5) ge stejnou stiedni hodnotou a stejnou amérodatnou odchylkou.
V 1limité pro N » oo piechdzi tento graf na normdlni k¥ivku se stejnymi para-
metry, kterd je v obr. 14 také zakreslena.

£, ()}

Obr. 14. Studentovo rozdélent

<t

B)V zékladnim fyzikdlnim praktiku obvykle vystaéime s poltem mé¥eni blizsim
dolni hrenici - napf¥. 8 N = 12. ZaleZi, to vBak na piesnosti, jakou v da-
nych konkrétnich podminkdch miZeme dosdhnout. Stanoveni poltu méreni pro-
vadime pred m&renim; je to souldst pFipravy na méYeni a pléndvdni pfesnos-
t1 m&8Fend (viz odst. 6.1 a 6.2).

- 35 -



Graf hustoty pravdépodobnosti Studentove rozdéleni mé, podobnd jako nor-
médlnf k¥ivka, zvonovity tvar. Je také symetricky vici arltmetickému priméru
W. Ve srowméni s normdlni k¥ivkou je vBak plosdi - a to tim vice, &im men&i
je N. 2 toho je vidét, Ze pro domaZeni stejné pravdépodobnosti P vyskytu na-
mé¥end hodnoty v ndjakém intervalu symetrickém kolem'w je t¥eba v p¥ipadd
t-rozdéleni zvolit tento interval Sird{ ne? tomu bylo u normdlniho rozd&lent.

Jinymi slovy, pro danou pravdépodobnost P je potreba ocdpovidajici éis- ‘
lo k brdt tim v8tE1, &im niZ&{ je polet méFeni N. Hodnoty éisla k pro Stu~
dentovo rozdéleni jmou uvedeny v tabulce 9.

Tabulka 9. Hodnoty éisla k pro pravdépodobnost P p¥i rizném podtu méFfeni N

[‘ —7
Pravdépo- _
) dobnost P 0,5 0,7 0,95 0,995 0,999
Pocet
méreni N
2 1,00 1,96 12,71 127,32 636,62
3 0,82 | 1,39 | 4,30 | 14,09 | 31,60 |
4 0,77 | 1,25 | 3,08 | 7,45 | 12,94 |
5 0,74 1,19 2,78 5,60 8,61
6 0,73 | 1,16 | 2,57 | 4,77 | 6,86 |
T 0,72 | 1,131 2,45 4,32 5,96 |
8 0,71 | 1,12 | 2,37 4,03 5,41 !
g 0,71 1,11 2,3 J 3,83 5,04j |
10 0,70 1,10 2,26 3,69 4,78
: =
RS
normdl.rozdéleni 0’674j 1,04 1,96 2,807 3,29

g o e et 2y e i e e st et i e v e e e e B e e e et B

Z vlastnosti normdlniho rozdéleri je vidd+t, Ze se v ném berou v lUvahu
libovolnd velké chyby (vyplyvd to ui z predpokladu o existenci velmi velké-
ho poEtu nezdvislych zdroJi nédhodnych chyb, viz odst. 4.4.1). Velké chyby
Jesou vBak mélo pravdépodobné. Napi. p¥i neomezeném podtu méreni bychom
jen ve t¥ech pripadech z tlsice nam&¥ili hodnotu, kterd se od stredni hodno-
ty 4 1i8{ o vice neZ 3® , tj. kterd je zatiZena chybou €2 * 33 ; jen
v jednom pripadé bychom namé#ili hodnotu zatiZenou chybou &> 3,29¢ ,
apod. Jinymi slovy, chyby v&t&i neZ mezni je moZné olekdvat jen ve velmi.
mdlo pripadech.
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' Podobnou dvahu mi¥eme uplatnit i na skutednd méfeni. St¥edni hodnotu M
& smérodatnou odchylku & jeme nahradili jejich odhady W @& § . Analogicky
jako v idedlnim p¥ipadé je 1 nyni nap¥. pravdépodobné, Ze jen v jednom pripa-
48 z tisice bychom namd¥ili hodnotu wy & (w- 3,29 8y W+ 3,29 g). Zpravidla
viak je pofet mdFeni mnohem mendi a polet pFipadl chyb v&tdich, neZ jsou
chyby mezni, které miZeme v souborech naméfenych hodnot olekdvat, je zanedba-
telny. .

Pokud tedy fakovou hodnotu w; ¢ (w=- k.83 W+ k.g), kde k odpovidd pro
dany po¢et méfeni vysoké pravddpodobnosti P £ 1, v souboru naméfenych hodnot
nejdeme, povaZujeme ji1 obvykle za hrubd chybnou a z daldiho zpracovdni ji
vyloudime. Volime zpravidla P = 0,997 nebo P = 0,999, Toto kritérium budeme
gtruénd nazyvat "3s-kritérium® - i kdyZ pro maly podet mé&¥eni je koeficient
k us odlidny od 3.

Pro vylou&eni hrubych chyb miZeme pouZit jedté jind kritéria. (V ndkte~
rych p¥ipadech, nap¥. pri nékterych technickych mé¥enich, jsou dokonce norma-
tiwné gtanovena.) Postupujeme napr. tak, Ze pro méferou hodnotu w., o niz

1
ge dommivdme, Ze Jje zatiZena hrubou chybou, vypodteme hodnotu vyrazu
[w; - Wl
_ i
= = . (39)

a porovndme Jji s hodnotou ta uvedenou v tabulce 10, Je=1i t > ta' povaZuje~
me hodnotu Wy za hrubé chybnou.

Tabulkae 10. Kritické hodnoty pro vyloudeni hrubych chyb

Podet méreni ta Podet méFeni ta
3 1,412 14 2,493
4 1,689 15 2,523
5 1,869 16 2,551
6 1,996 17 2,577
7 2,093 18 2,600
8 2,172 ' C19 2,623
9 2,237 20 2,644

10 2,294 21 2,664
11 2,343 22 2,683
12 g 2,387 23 2,701
13 i 2,426 ‘ 24 2,717

Ze vztahu (39) a tabulky 10 je viddt, Ze druhé kritérium pro vyloudeni
hrubych chyb je pPisndjii, a to zvlddtd pro soubory s melym poltem nanére-
nych hodnot. Pro né se interval, v némZ maji leZet nemdé¥ené hodnoty, zuZuje
a hodnota pravddpodobnostl P se snifuje.
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Vyloudime=1i ze souboru ty namdérené hodncty, které povaéujeme za, hrubé
chybné, musime samozrejmé znovu vypoditat aritmeticky primér W a smdrodat-
nou odehylku a.

Pravddpodobnost, Ze naméFend hodnota vyloudend na zdkladé ndjakého ovo-
lendho kritéria je hrubé chybnéd, je sice velml vysokd, ale nen{ rovna jisto-
t8, MliZe ge stdt, Ze se do této hodnoty promitly vlivy, které jsou pro méfre-
ny objekt podstatnéd - a namdFfend hodnota tak ¢ nich nese informaci. V tom

pFipadé nejsme opvdwvn&ni ji z dalBiho zpracovéni vyloudit. Proto je potieba
postupovat pFli vylulovdni hrubyeoh chyb uvd%livé a keZdou Jednotlivou namdie—

nou hodnotu, na kterou ndm ukdZe ndkteré z kritérii, posoudit Jedt& podle
okolnosti{, za nichf byla naméfena.

4.4.7 Swmdrodatnd odchylka aritmetiokého primdru_

Smérodatnd odohylka &, kiterou urfujeme pro soubor namdtenyoh hodnot po=-
dle vztahu (38), charekterizuje reprodukovatelnost jednoho mgfeni z tohoto
souboru; uddvd Fi¥fku intervalu, d¢ ndhoZ s néjakou zvolenol pravddpodobnosti
padne nandFend hodnota.

Tekovd charekteristika viak neni pro cely moubor N mdreni dostadujicii
neddvd jestd informaoi o skutednd hodnotd w. '

Aritweticky primdr w je podle vztahu (34) odhadem st¥edni hodnoty u,

a tedy podle (24) 1 skutedné hodnoty w-. ProtoZe byl vypoSten z hodnot,

z nich% ka%dd je zatiZena néjakou chybou, lze olekdvat, Ze bude také zatiZen
ohybou. Jinyet slovy, lze odlekdvat, Zs kdybyehom za stdlyeh podminek znovu
provedld ¥ md&Feni, deap&li bychom k jind hodnoitd aritmetického priméru nel

u prvafhe gouboru {a to pfesto, %e skutednd hodnota w®, resp. stPedni hodno-
te @, by pedle siedpokladu zdstala nezmindnd)., Jakd je tedy reprodukovatel-
noat urdenf w22/ ¥atemstiokd statistika ukazuje, fe analogicky, jako lze
reprodukevatelnost jeduobo mireni charakterizovat golilinon’ g, lge reprodu-
kovatelnest st¥edni hodnoty oharakterizovat gm :

kéke priziro z N md¥feni 2. 2 o platd

E(w - w2

i=1
a; = -E— = w (40)

qi? =

) Je moiné roxlidevat mezl opakovgtelnesti a reprodukovatelnogti méFeni.
Opakovetelunost mdfend Je mira promdnlivosti, vyjadfujici tdsmosi shody

nexd po sobd jdoueimi vysledky miieni té%e veliliny, zjidténymi toutdE
wsflicd metodou, tymf pozorovatelem a tymi¥ m¥ifidly na tém¥fe pracoviiti
ve velmi krdtkyoh Zagovyoh intervalech, za stanovenych podminek. Repro-
dukevatelnost méieni{ je mira proménlivosti, vyjadfujioi tdsmost shody’
megl vysledky mdreni té%e velidiny, Jsou-li jednotlivd mifenl provddina
riznymi metodenmi, s poufiiim riznyeh mi¥idel, riznymi pozorovateli na
"rliznyoh pracovidtich, po dostatednd dlouhych dasovych intervalech {vzhlee
dem k trvdn{ jednoho m¥fenf) a za rozdilnych podminek mdFeni.
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Smérodatnd odchylka B_rném spolu s aritmetickym primsrem w poskytuje
dplnou informaci o skutedné®hodnotd w*, jakou mi¥eme ziskat z namdfeného sou-
boru: s pravdépodobnosti P le¥i skutednd hodnota w' md¥ené velidiny v inter-
valu (W - k.g;, W + k.gg), kde k je &islo odpovidajici hodnot¥ pravdspodobnos—
ti P a podtu méreni N (tabulka 9).

V¥sledek mdfeni zapisujeme ve tvaru
we W< keg_ (41)
w
vZdy k nému uvedeme zvolenou hodnotu pravddpodobnosti nebo nédzev chyby, k niz

Jsme urdili &iglo k. ,

MiZeme pFfipojit i relatiwvni chybu podle vztahu (3) nebo (3a), kde misto sku-
tednd nhyby. £y = Wy - w*, dosadime chybu k. a_ a misto skutecné hodnoty W
jeJi odhad W

k 8_
5"1_’ (42)
nebo v procentech '
k 8_
§=—¥ . 100%. . ‘ (42a)
w

Jak uf bylo uvedeno, ddvdme ve vysledku mdFfeni pFednost mezni chybd
(P = 1),

4.4.8 Zaokrouhleni{ chyby a aritmetického priméru. Zdpis_vyisledku méieni

Na chvilku ted zd4nlivé odbodime a zavedeme sl pojem podet platn¥ch
aigh ndjakého &isla témito pravidly:

a) Prwvni -nenulové &iglice v zdpisu daného &ipla zaujimd nejvyB&{ platné
migto, V ndsledujicich &islech Je &lslice zaujimajici nejvyssf{ platné mis-
to podtr¥ena: 123,053 01203 0,0035.

b) U 8isel s desetinnou ddrkou zaujimé posledni  udané Sislice -
nejnikdi platné misto (tedy nap¥. 123,053 0,0035; 123,00).

c) U 8imel bez desetimmé Zdrky zaujimd nejni¥¥i platnd misto poslednl neni-
lové 8islice (tedy nap¥. 01203 133 13 000).

d) VBechmy ¢iplice mezi nejniZiim a nejvydsim platnym mistem zaujimaji také
rlatnd migta,

Nésledujici 3fsla maji tedy StyFi platnd mista: 1 2343 123 4003 123,43
1,0013 1,000; 10,103 0,000 10103 100,0. '

Chybu vysledku (af u%f je to sm¥rodatnd odchylka. mazni ohyba, pravdépo-
dobnd ohyba - absolutnf &i relatival) geok A eiy¥ie na 2
platnd mista. Pokud je uvddény vysledek koneény, tj. napouiivﬁma bo k daléim
vypodtim, stadi se omezit na jedno platné misto. Pokud 8 nim provddime dalsi
vipodty, je lepdi uvést dvé platnd mista, abychom sni¥ili . chyby ze ze~
okrouhlovdni,
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tmeticky primdr pak zaokrouhlime na E{slici téhoZ F4du, jako je nej-

niz3i platnd miato ehyby.

Zépis vyeledkl méF¥eny

Priklad 6. a) Sprdvng zapsané vysledky mé¥eni

1.

b)

2

S chybou udanou ne jedno platné misto:
a=(23,5< 0,6) mn

nebo treba
a = (2,35 % 0,06) 10 %n

(327 2 4) x

P = (9600 £ 100) W

=]
Il

P=(9,6%0,1) kW
S chybou udancu na dvé platnd mietas

a= (23,49 £ 0,56) mm
T = (327,0 & 4,5) K

P = (9630 £ 120) W

Resprdvné zapeané vysledky méiens:

r = 0,587234810 % 0,009932871

Oprave: neni zaokrouhlena chyba, neni zaokrouhlen aritmeticky primér,
neni uvedena jednotka.

Sprdwvnéd md byt: v konedném vysledku

r=(0,59%0,01) em nebe r= (5,92 0,1) m,

v mezivypodtech

r = (0,5872 £ 0,0099) cm nebo r = (5,872

J = 32893,4 % 275 kg.m®

Oprava: opdt nejsou zackrouhleny ani chyba, ani aritmeticky pximdr;
chybi zdvorky, oznadujici, %¥e jednotka se vztahuje i k arit-
metickdmu priméru.

Sprivné md byts v konedném vyaledku

T = (32900 ¥ 300) kg.n® mebo  J = (32,9 ¥ 0,3).10° kg.n®

v mezivypodtech

J = (32890 % 28))kg.m® nebo J = (32,82 & 0,28).10° kg.mo

03099) TR «

V odbormel textech se miZeme setkat me dvéme p¥ipady, kdy jsou hodnoty
fyzikdinich veli&in zapsdny bez vyznafenf chyby. Bud je takovy tdaj defini-
torioky - a pak cobvykle mé u sebe doplnujici oznaSenf "piesné"; nebo, jedné-1li
se o skutednd zméFemou hodnotu, je odpovidajici chyba nejvySe rovna poloving
¥4du poslednfho platného mista uvedendho ¥isla. S prviym piipadem jste se
setkali u% v tomto textu, v kapitole o vedlejdifch & neplatnych jednotk&eh
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{odest. 2.2.5, tab. 4 a 5). Druhym pripadem miZe byt nap¥. Wdaj v = 4 m.a'1;
chyba je pak nejvyde 0,5 mg (tj. je to mezni chyba); miZeme to zapsat ve
tvaru v = (4,0 £ 0,5) ms V.

Nékdy je potPfeba uvddét zaokrouhlend hodnoty 1 v pribéhu vyhodnoceni na=-
mé¥enych udaji - nejen ve vysledcich. Napr. i hodnoty uvdd&né v tabulkdch
ve zprdvé o méfeni jsou zatiZené chybaml - a je pot¥eba je zackrouhlit stej-
nym zplsobem jako aritmetlcky primér. '

Priklad 7. Zaokrouhlovdni vypoéitanych hodnot v_priibéhu vyhodnoceni

- e PrE P e B B = e ek e U e e e e g s Bl e B o ey e —— 0 o =

—— i g 50 W e e

Piedpoklddejme, Ze jsme nap¥. bdhem pokusu t¥icetkrdt zmdrili mili-
metrovym méfitkem rozmér tdlesa oznadeny a. Vzhledem k pouZitému mérit-
ku jeme jednotlivé naméfené hodnoty zaznamenali jako celd &igla s jed-
notkou milimetr. Vyddlenim soudtu viech naméfenych (celodiselnych) hod-
not podtem méfeni (30) jsme jako &igelnou hodnotu aritimetického primé-
ru a urdili tieba 8islo 23,49482T70. Pro vypobet smérodatnd odchylky
arltmetického primsru 85 pomoci vztahu (40Q) aritmeticky primér opsét
zaokrouhlime ~ a to na-3islici téhoZ Fddu, jeky md posledni uvdddnd
gislice jednotlivych md¥eni (v nafem p¥ipadd a = 23 mm) nebo na dislici
o jeden ¥dd ni¥Bi (tj. & = 23,5 mm). Zde bychom se sice 24dné chyby ne-
dopustili, kdybychom s, vypoditali bez zaockrouhleni w; pou%iti nezaok-
rouhlenédho &isla vdak miZe, zvl4a5td pil rulnim poditdni, snadno vést
k vypoletnim chybdm.

SHRNUTL I: UrZeni vysledkd p¥imého md¥eni spojité nébodné veli&iny

1. Pro sadu namd¥enych hodnot wy, Wy eee 5 Wy urdime

aritmeticky primér: w = % Ef: w
im1

i .
- '} .
a smérodatnou odchylku jednoho mé¥eni: s = Iﬁqujgz (wi- ;)2.
] dal

-1

2. Vylédﬁime hrubé chyby a znovu vypodteme w & s. Ddle urdime -

smérodatnou odchylku aritmetického primdru:

- ¥ -
1 -2
55 =@ = | ¥y Zm (ng= )

3. Hleddme & korigﬁjeme ayetematické chyby.
4. Smdrodatnou qdbhilku i aritmeticky primér zaokrouhlime.

5. Zvolime pravd§podobnost P & s p¥ihlédnutim k podtu mdfent ¥ na-
Jdeme odpovidajiel &islo k.
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6. Vysledek zaokrouhlime a zapifeme ve tvaru
wewa k.aw ,
p¥ipadnd uvedeme i relativai chybu

k-, k.8
S _ﬁsw(:—__-"f.mo%). _
w w J

Vysledkem mé¥eni tedy neni, a principidlné ani nemiZe byt, pfesné &islo
rovné skutednéd hodnotd méfené velidiny, ale interval, v ndmZz skutednd hodno-
ta lefi s jistou pravdépodobnosti.

V dalsim odatavel sai ukédZeme, Ze do chyby vysledku m&Feni Je kromd smd-
rodatné odéhylky potfeba zapolitat i chyby m&fidel. Predtim viak jedtéd pro-

bereme dva pifklady, shronujici nafe dosavadni poznatky o zpracovdni vysledkd
mﬁf‘eni. )

st e B et G et M e o e e - iy e e S e e D e B P —

Vrétime se k torznimu kyvadiu., V p¥ikladu 5 Jsme uvaZovall o méFe-
ni jeho doby kmitu. Nyni budeme zpracovdvat soubor naméFenych hodnot pri-
méru ¢ jJeho zdvéaného drétu.1p) Drét mive mit v rdiznych mistech trochu
odlifny primér; jeho prdfez nemusi byt po celé déloe kruhov§. Proto byl
primér § zmdien na desetl rdznych mistech, vEdy ve dvou navzdjem kolmych
smérech. Celkovy polet naméFfenych hodnot dy Je tedy N = 20 {tabulka 11).

Méfeni bylo provedeno mikrometrem., Presnost mé¥idla zatim nebudeme
brdt v uvahu a budeme také predpoklddat, Ze mérené hodnoty jsou zatife-
ny jen ndhodnymi chybami.

Zpracovdni naméFenych hodnot bude tedy provedenc postupem uvedenym
v prfedchdzejicim Shrnuti I.

Tabulka 11. Naméfené hodnoty primdru drdtu

Porad.&.méfent 1 2 3 4 5 6 17 |8 (4; 10

4y 1,0111,0500,97]1,00(1,0301,03]1,04]1,02!1,00]1,03
mm

o

Porad.d.usfeni 11 12 13 14 | 15 16 17 18 | 19 20
d
i

I

0,99 1,00(1,00|0,94|1,02 O,??JO,95 1,01 0,97|0,98

|

1°)Hodnoty doby kmitu a primdru zédvésného drdtu torzniho kyvadla jsou,
kromd dalsich uddaejd, poifebnd p#i urdeni modulu prufnosti zdvdsu ve
sayku. Podrobnd informace o tomto m&¥eni je uvedena v [2] , str.
8 - 10a [3] , str. 127. '
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Vypol{téme aritmeticky promér A & 4y (dy+ dpt oee + dy) = 1,0015 mm.

Zaokrouhlime na Sislici o jeden F4d ni¥si nef maji namdifend hodnoty:
d = 1,002 om. ,
Ddle vypolitdme smdrodainou cdchylku jednche mdreni,

o q‘%g [(d1_ 2 + (d- 2+ ... (dygm 3)21 = 0,0292898402 o, 11

Tuto ohyou zackrouhlime na dvé platnéd mista:
B = 0,029 o/ vY

Ziistime, %e se ¥4dné z namd¥enych hodnot neodchyluje od aritmetického
priméru d o vice ne¥ 38 = 0,087 mm. Kdybychom takovou odchylku nasli,

reprohldsili bychom ji ze hrubou chybu, dokud bychom se nepresv$ddili,-
Z#e neni gplsobera napt. tim, Ze drdt je v ndkterdém m{std silnd ziZeny,

Uréime nyni smérodatnou odchylku aritmetického prdmdru
12)

2]
8y = = 0,0064845971 mm.
d 420

a zeokrouhlime ji (pokud uZ s ni nebudeme ddle poditat) na jedno platné
misto:

Ba‘ n 0,0’06 I«

Ve vysledku uvedeme mezni chybu. Pro P = 0,997 je pii potu mdre~
ni ¥ = 20 odpovidajici &islo k = 3, Mezni chyba je 3 sy = 0,018 mm &
po zaokrouhleni opét na Jjedno platné misto 0,02 mm.

Vysledek méfeni je

d={1,00% 0,02) mm,

8 relativni mezni chybou O = %h%%—ﬁﬁ- =.0,02, tj. 2 %.

Prikled 9. Urdeni st¥edni hodnoty & _smérodatnd odchylky pij malém pofiu

It D e e P S o e M i e ot e e A e R Bl e P e O e e e e 9 e e Y

méfeni

I v tomto p¥ikladu nedbudeme uvaZovat chyby mdridel a budeme pied-
pokléddat, Ze namdéienéd hodnoty jsou zatiZeny jen ndhodunymi chybami,

P¥i méfeni povrchového napéti kapalin se uréuje asila F potiebnd
k vytrZeni drdt8ného rdmedku z hladiny kepaliny. Ne torznich vaehdch se
prl m&feni této sily odeditaji hodnoty odpovidajici hmotnosti m; F =
amg (g je tihové zrychleni).13) Zpracujeme soubor namd¥enych hodnot m,

i”Vjpoéty jsou provedeny pomoci programovatelného kalkuldtoru TI-58;
zde jsou opsdny celé vysledky z jeho digpleje = alkoliv vime, Ze to
nemd smysl, protoZe vzhledem k chybdm méFfeni je v téchto vysledcich
zaruden jen mnohem mendi polet platnych mist. Do zprdvy o méfeni uvd-
dime vZdy uZ jen zaokrouhlené hodnoty.

12)yig predchozi pozndmka 11).
Podrobny popls této metody méF¥eni povrchového nap&ti je uveden
v [2] , 8. 35-37 a [3] , 8: 150-152 '
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(t&bulka 12).

Tabulka 12, Namé¥fené hodnoty hmotnosti

Poradové Eislo méreni ( 1 2 3 4 5 6
—:i-é— 552,0 | 552,4 | 547,0 | 551,8 | 552,0 | 552,4

Urédime aritmeticky primdr

m = % (m1 + ees + m6) a 551,27 mg

a amérodatnou odchylku

g = q% ,:(m.l -E)Z + e (m5 —E)QJ = 2,1 mg.

Pro vyloudeni hrubych chyb miZeme pouZit drubého z kritérii uvedenych
v 0dst. 4.4.6. PPi tomto velmi jemndm méfeni s torzniml vahami se totiZ
velm! snadno stane, Ze pe pPi otfesech stolu drdtek vytrhne z kapaliny
d¥ive a naméfend hmotnost je pak niZfi. Vypolitdme &islo t podle vzta=
hu (39) -

lmi-m]

t = S

pro tFeti z namérenych hodnot, kiterd se nejvice odliduje od aritmetické-
he priméru: t = 2,05 a porovndme je & Eislem t, pro N = 6 méfeni z ta-
bulky 10, t, = 1,996. ProtoZe je t 7 ty» budeme tfeti hodnotu povaZovat
za hrubé chybnou a z daldiho zpracovdni ji vyloudime. Pro ostatni z na-
méienych hodnot plati t < tge
Znovu vypolitdme aritmeticky primér a smérodatnou odchylku jednoho

métent,

m = 552,12 ng,

8 = 00,0085 mg.
Smérodatnd cdchylka aritmetického praméru je

3 = == = O|0038 Iﬂg.

) S Y ) _

Mezni chyba pro P = 0,995 a N = 5 (&islo k podle tabulky 9) je

5,6 85 = 0,02 ng. Zmdéfend hmotnost je rovma m = (552,12 ¥ 0,02) ng;

relativni mezni chyba je 4.10°5, t3. 0,004 %.'4)

145 K tomuto vysledku & k vysledku piikladu 8 ge vrédtime na koneci piis-
tiho odstavce pecjedndvajiciho o chybdch méfidel (pFiklad 11). Uvi-
dime, Ze na rozdil od p¥Fikladu 8 je tato chyba zanedbatelnd wvidi
chybé& torznich vah pouZitych pii méfeni.
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4.5 Chyby méridel
4.5.1 Zékladni pojimy

Prektickd zkudenost ziskand p¥i méfenich provéddénych v bh&Z¥ném Zivotd
vede ke vzniku jistych ndvykl, které se zdaji byt tek samozfejmé, Ze sl je-
Jjich existenci ani neuvddomujeme. Kdybychom nap¥iklad m&li md¥it jednou &as,
ktery potfebuje sportovec k ubdhnuti vzddlenosti 100 m a podruhé das, potieb-
ny k uvefeni vajec matvrdo, vime, Ze v prvinim pFipadd musime pouZit stopek
a v druhém vystadime tPeba s presypacimi hodinami. Nenapadlo by nds pouzit
tédohto méFidel obrdcend. Ve ploZitdjsich pripadech a novych situacich ndm
. vBak obdobné ndvyky chybi. Nepfiklédnuti k vlastnostem pouZivanych mé¥idel
miZe vést k tomu, Ze se dopoustime obdobné chyby, jako kdybychom m&Fili do-
bu b&hu sportovce presypaciml hodinemd; pfesnost méfidla neni v tomto pFipa-
dé v souladu s poZadovanrou presnosti méreni dané velidiny. Byvéd uzitedné Fi-
dit se empirickym pravidlem, %e presnost méiidla méd byt pétkrdt aZ desetkrdt
vy88i, neZ je poZadovend piesnost méTfeni.

K daldimu omylu mohou vést vztahy pro vypofet amdrodatné odchylky (38)
s (40), z nichZ by se mohlo gsoudit, Ze chybu méfeni je moZné libovolné zmenfHo-
vat se zvyBovdnim poltu méfeni. Smrodetnd odchylka vBak charakterizuje jen
¢édst chyb méfenis vliv omezené presnosti méifidla a piispdvek systematickych
chyv (jejichZ zdrojem je mj. samotné méridlp) nelze zanedbat.

Dédle se proto budeme m§¥idlim a jejich piresnosti vénovat podrobndji.

Méricim prost¥edkem miZeme nazvat jakykoliv objekt, kterého se pouiZi-
vd k mé¥eni; nds budou zajimat mé¥idlae, kterd rozddlujeme na wmiry a mé¥ici

pfistroje.

Miry reprodukuji b&hem svého pouzivdni trvalym zplsobem jeden nebo nékolik
hodnot dané velidiny. Nemaji ukazatele s Zddnd jejich souddst ae p¥i mé¥end
nepohybuje. Prikladem miry je pédgové mdritko, zdvaZi, odporovy normial.

M8Fici pristroje pouiivdme zpravidla k premdnd mé¥ené veliliny na ekvivalent-
ni ddaj (informaci). P¥kladem jaou posuvné méritko, teplomér, voltmetr apod.
Podle funkce je délime na indika&ni, uddvajici hodnotu méfené velidiny polo-
hou ukazatele na stupnici, registraéni, zaznemendvajici trvale méfenou veli-
ginu, signalizadni, digitdlni apod. Zde se omezime jen na pristroje indikadni.
72 hlediska vlastniho mé¥Feni jsou méfici p¥istroje charakterizovdny Fadou
vlastnosti resp. parametril, jako nepfiklad:
1. celkovy rozssh stupnicg - oblaat stupnice mezi mé¥icimi znadkami, odpovi-
dajicimi nejmensi a nejvét&l hodnoté stupnice {nékteré pF¥istroje maji ne-
kolik diléich rozsahil),

2. md¥ici rozsgeh - édgt celkového rozsahu stupnice, pro kterou nesméji byt
Udaje méridla zatiZeny vE&tS1 chybou, nez je mezni chyba (viz odet.4.5.2),

3., délka dilku stupnice - vzddlenost mezi dvéma ndsledujicimi méricimi znad-
kaml stupnice,
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4. hodnota dilku stupnice -~ velikost zmihg méfend velifiny odpovidajict
zmdné Udaje o jeden dilek stupnice, Je to nejmend{ mo¥nd méiend zmdna
velidiny, kterou lze na stupnici 3ist bez odhadovdni zlomkt dilkd,

5. cltlivost méridla - podil zmény Gdaje pifstroje ke zmdnd hodnoty m&iens
velidiny, ‘

6., pohyblivost méfidla ~ pomdér nejmenSi pozorovatelné zmény ldaje pFistroje
k odpovidajfci zm¥nd métené veliéiny,

7+ pPesnogt mdridla ~ charakterizuje jeho schopnost uddvat za stanovenych
podminek méfeni hodnoty blizké skuteéné hodnoié méfené veliliny. Je to
souhrund vlastnost méridla, vyjadfujfei chyby (systematické i ndhodné),
kterd md¥idlo wnédsf do mbéfenf. Klasifikainim oznadenim pfesnosti mifidla
je tf{da p¥esnosti. Uvedenim t¥{dy pFfesnosti vyrobce méfidla zaruduje,
e jeho chyby (systematické i ndhodné) nepiekroéi stanovenou mez.

4.5.2 UrSovdni chyb ndkterych méfidel

- i - it P -

Pro rizné druhy méFidel je zplsob urdovdni pFesnosti a oznafovdni tHi-
dy pF¥esnosti rizny a je predepsdn stdtnimi normami. V nédsledujicim vykladu
ukdZeme, jak se urii chyba mdr & nékterych indikadnich pFistrojl.

Chyba wéd¥idla se uddvd Jako mezni chyba. Jeji vyznam je snalogicky ja-
ko u mezn{ chyby urlené ze smérodatné odchylky: s pravddpodobmnostii P, kterd
je blizkd 1, nevyboli namifené hodnoty 2z intervalu, ktery kolem stredni hod-
noty mérené velidiny vymezuje chyba mé¥lidla. Chyba méfidle v sobd obsahuje
ndhodnou i systematickou sloZku,

Chybu miry nebo indikadniho pFistroje odhadneme zpravidla hodnotou 1
nebo 1/2 dilku stupnice. ZkuBeny experimentédtor je schopen odhadnout i dese-
tiny, Je~1i délkae dflku asi 0,7 mm aZ 7 mm. P¥1 urleni chyby méridla timto
zplsobem vezmeme v Uvahu podminky mdfeni i nade vlastni schopnosti &ist
udaje méfidla a odbadnout zlomky dilkd stupnice.

Nepf. u pdsového (milimetrového) mé¥itka odhadneme chybu na 0,5 aZ
1 mms podobné u teplomdru, stopek. U digitdlnich stopek, které jsou schopné
mé¥it tf¥eba s pFesnosti ¢,01 8, vezmene v Uvehu i vlastni reakdni dobu,15§
gpindme-11i Jje rudné.

15) Zméfte a1 vlastni reaklni dobu, napr. timto zpisobem: Kamardd vém podrzi
svisle za horni konec dlouhé pravitko. PF¥ipravite si ruce u jeho dolni-
ho konce tak, eby plochy dlani byly svielé a asi 5 cm vzddlené. V cka-
m¥iku, na ktery nejste predem upozorndni, je pravitko volnd pudténo a
vy ae snazite zachytit je do dlani. Z délky &dsti pravitka, kterd vdm
mezi dlandmi utede p#¥i opoZddné reakecil, je moZné & pouzitim zdkonsa drd-
hy volného pddu uréit reakéni dobu.
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U posuvného mé¥itka odhadujeme chybu podle podtu 4i1kd nonia - na
0,1 mm, je~ll nonius desetid{lkovy a na 0,05 mm, je-1li nonius dvaceticilko-
v¥. Podobné preanost mikrometru odhadneme na 0,01 mm nebo 0,005 mm, podle
podtu df1lkt na otofnéd hlavici.

U elektrickyoh mficich pFistroJd uddvd vyrobece t¥fdu piesneosti. Je ozne~-
fena jednim z ndsledujicfich &isel: 0,1; 0,25 0,5¢ 1% 1,5; 2,5 & 5. Toto &is=
lo vyjadifuje relativnf mezni dovoleneu chybu p¥esnosil, udanou v prooentsoh.
Jeji vyznam ndzev dobfe vyatihujes Je=li p¥istroj pouZit za vziafnyoh podmi~
nek, zaruduje vyrobce, Ze v rozmezi mdficiho rozsahu pristroje nepiekrodi
celkovd (tj., systematickd 1 ndhodnd) chyba mérenéd velidiny mezni dovolenou
chybu. Vzta¥né podminky jsou normativnd urfeny a zpravidla Je uddvd vyrobce
v ndvodu k méiFlcimu pristroji. Jsou to podminky nutné k Jeho sprédvné funkci
(nap#. polohsa piistroje pri m¥¥eni, teplota okolniho prost¥edi, frekvence,
napéti apod.). ‘

UkdZeme s1 nyni, jak se uréuje chyba elektriokych méficich p¥istrojd
8 rovnomérnou stupnici z tPlidy pFesnostl pro libovolnou méfenou hodnotu.

Mdme-11 nap¥. voltmetr & rozsahem od hodnoty O V do Um a a tf¥idou pree-
nosti p, je mezni dovolend chyba AU v celém rozsahu rowvna p % z nejvysai
hodnoty Um:

e je Btejnd pro viechny méfené hodnoty U v daném rozsahu. Relativni mezni dovo-

lend chyba je rovna

u
S”‘%}‘U“vlg'fgﬁ ] (44)
nebo v procentech u
gn_%_umo%mgfép%. (45)

Cim men®i je md¥end hodnota U, tim v&t¥i je podle posledniho vztahu re-
lativni chyba; z toho je viddt, Ze relativnd nejpfesndji méfime, Jje=1li méfe-
nd hodnota U blizkd nejvys8si hodnoté ﬁm.

Podobné urtujeme mezni dovolenou chybu 1 u delpich indikadnich pFistro-
Jj& s rovanomérunou stupnici., U pristrojd s nerovnomérnou stupnici (napr. loga-
ritmickou nebo hyperbolickou) je chyba vyjddfena jinask neZ v prcientech nej-
- vyB31 hodnoty mé&ficiho rozsahu; zde viak se jimi nebudeme zaijat.16

Priklaed 10. UxSend meand dovehand chvhy velimeixi

M&jme voltmetr s rozsahem O - 100 V 8 t¥idou pFesnosti 1, Mezni do-
volend chyba je v celém rozsahu stejnéd - 1 % ze 100, tj. oU =1V,
Relativni chybe je vEak tim v&tAi, 8im menii hodnotu napéti U méirime.
Ukezuje to tabulka 13.

16) Podrobnosti stanovi norma CSH 356201.
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Tabulke 13. Apsolutni a relativni mezni dovolend chyba

M&fend hodnota | Absolutni mezni do- | Relativod mezni dovole~
napdti % volend chyba i%H nd chyba.§ = 4%H 100 %
100 1 1 %
50 1 2 %
20 1 5 %
10 1 10 %
1 1 100 % !

PouZijeme=1i p¥istroje k méfeni za vzteZnych podminek, uddvd t¥ida pies-
nosti mezni dovolsnou chybu, zarudenou vyrobcem pro dany druh s typ mé&fidla
{pro viechny vyrdbéné kusy). V pribéhymd¥eni se pralicky nesetkdme s chybami
vitdimi. MlZe se wviak stdt, Ze konkrétni pristroj, ktery pouZivéme (dany
kus), md mezni chyby mensi, neZ odpovidd udané t¥idd presnocati.

'~V pripadd potfeby miZeme urdit skutednou mezni chybu p¥ietroje pomoci
etalond s vy&81 pfesnositis Je pritom moZné urdéit nejen celkovou chybu, ale
rozligit i jeji ndhodnou a systematickou slozku.

Postupujeme podobné jako p¥i cejchovdni piistroje. PFistrojem zm&fime
hodnotu etalonu a uréime odchylku naméfené hodnoty od jeho udané (nomindlni)
hodnoty. Opakovanym m&fenim je moZné z tdchto odchylek urdit ndhodnou & sya-
tematickou chybu, Pomoci etalonl ridznyoh hodnot miZeme urdéit i priibdh obou
chyb v celém méFicim rozsahu.

Jedna z wmoZnych situaci, s nimi% se miZeme setkat, je zndzornéna

b

néhodné1

chyby

X

Obre. 15. Uréend ndhodné a systematické chyby meficiho pristroje



na obr. 15. Na ose x jsou vyneseny hodnoty stupnice zkoumaného pristroje,

X, & X, jsou nejnifdi a nejvyssl hodnoty jeho mdFiciho rozsahu. Na osge y
jsou vyneseny odchylky nemérenych hodnot od hodnot etalont. Pro kaZdou hod-
notu x€ (X4, xz) miZeme z opakovanych mdteni urdit aritmeticky primér X
a smérodatnou odchylku aritmetického priméru Ses Odchylka aritmetického pri-
mdru od hodnoty etalonu uddvd systematickou chybu zkoumaného pristroje pro
danou hodnotu x. Na obr. 15 jsou tyto odchylky v celém rozsahu méridla znd-
zornény k¥ivkou oznadenou A(X).

Nédhodné chyby jsou v obr. 15 pro vétsl pfehlednost zndzorndny jen pro
nejniZsi a nejvySsi hodnotu rozsahu méridla x; a X5) pomoci grafd hustoty
pravdépodobnosti17)
ni chyby k.sg.

Nejnizdi a nejvyddi bod hodnot odchylek vynddenych na ose y vymezuje
intervel D, v némZ ge pohybuji chyby zkoumaného piistroje v dandm méficim
rozsahu <x1, x2> » Najdeme nyni nejmensi interval o délce 2 M, symetricky
rozloZeny kolem pFimky y = O, ktery v sobd ocbsshuje intervel D, M pak uddvé
absolutni mezni dovolenou chybu zkoumaného priastroje.

Pri sériové vyrobd béinych mé¥icich pFistreji neni ovSem takto proméio-
van kaZdy jedunotlivy vyrobeny kus. Proto t¥{de presnosti odpovidd intervalu
vétdimu nez 2 M jednoho p¥istroje a vyhovuji ji vBechny kusy, které dd vyrob-
ce do prodeje.

- normdlnich k¥ivek. Z nich miZeme vytist hodnotu mez-

o O e ek e S e e e e S e e e e

Primd méreni jsou zatizena systematickymi i néhodnymi chybami; p¥itom
oba tyto druhy chyb mohou pochdzet z rfznych zdrojd (viz odst. 4.1 a 4.3).
Sohematicky to ukazuje tabulka 14. Jeji plocha (A + ...+J) zndzornuje celko-
vou chybu, jakou mohou byt zatiZeny namd¥ené hodnoty.

Tabulks 14, Ndhodné a systematické sloZky celkovd chyby méfeni

Zdroj VZO— pro- pPozoro- néiid- | meto-
Druh rek stfedi | vatel 1o da
chyby

e 7 77
wnowms A4 & i
systematické F G H S§§<f§ggt ]

17) Hustota pravdépodobnosti je vlastné v obr. 15 t¥eti promépnou, vedle X
a y. Je potfeba sl ji proto predstavit Jako postavenou do tretiho rozméru
nad rovinu obrdzku.
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Predpoklddejme, Ze Jsme z téchto chyb vyloudili ty systematické chyby,
které se ném podaiilo rozpoznat (viz odst. 4.3). Kromé ndhodnych chyb, kte-
ré principldlné nelze vylouéit, zatéZuje  vysledky méFeni obecnd jestd ddst
nerozpoznanych systematiokych chyb. Budeme nyny hledat charakteristiku, kte~
rd by tuto celkovou chybu, sloZenou z chyb ndhodnych a z neroczpoznaenych cEyb
systematickych, vhodnym zpdsobem vystihla.

Zatim umime urdit:

1. smdrodatne odchylku, kterd charakterizuje ndhodnou slozku celkové chyby
mé¥eni souhrnné pro vdechny zdroje chyb (v tabulce 14 je to vystiZeno po-
1iky A + B+ C + D + E);

2. chybu m&f¥idla, kterd vystihuje vBechny chyby méfidla, tj. ndhodné i syste-
matické (polidka D + I v tabulce 14).

Pro postiZeni zbfvajicich chyb, které mohou namétené hodnoty ovlivrovat
(polidka F,G,H,J V tabulce 14) nemdme k dispozici Zadnou charakteristiku,
Celkovou chybu U budeme proto gklddat 2z chyby vypoltené ze smérodatné
odohylky aritmetického prim&ru k.sg a z chyby m¥ridla aw. Ukazuje se, Ze
v praxi zpravidla vyhovuje pro celkovou chybu vziah

1

uﬁ-,stf‘ = q(kvﬂ‘w)z + (GW)2 . (46)

Je to vztah empiricky, v némZ je postiZena skutefnost, Ze se ob& chyby
kg8 AW pfekryvajl (polidko D v tabulce 14)., Pokud bychom se domnivalil,
Ze tomu tak neni (tj. Ze politko D je prdzdnéd, ndhodnd chyby dané méfidlem
Jsou zanedbatelné wvicli ndbodnym chybdm z ostatnich zdrojl), déme piednost
méné p¥iznivému odhadu celkové chyby, '

U max = K.ogg + AW . (47)

Chyba vypocitand podle vztahu (46) se nazyvd gtfedni celkovd ohybg po-
dle vztahu (47) maximdlni celkovd chyba. )

Chybe méfidla je chybou mezni. Pokud je &islo k takové, Ze k.se Je také
mezni chyba (tj. je urfenc pro vysokou hodnotu pravdépodobnosgti, P =2 1, a
s-ohledem na provedeny podet mdfeni), je celkovd chyba, at ji vypolteme po—
dle vztahu (46) nebvo (47), také chybou mezni. _

Celkovéd chyba Uy je chyba abgolutni. Zndmym zpdsobem, pomoci vztahu (3),
miZeme urdit i relativni celkovou chybu,

u
é‘z":_E; (4&)
w

nebo v procentech

§ = E;E 100 %. (48b)
w

Vysledsk zackrouhlime podle pravidel uvedenych v odst. 4.4.8 a zapiBeme

ve tvaru

W o=Wa . - {49)

a..
w
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P¥i skldddni ndhodné chyby & chyby mdfidla mohou nastat tri pripady:

1. 8z 8 AW maji Fddové stejnou velikost, obd se tedy v celkové chybd
uplatni.

2. Bz & OW. Ndhodnou gloZku celkové chyby pak miZeme zanedbat & za celko-
vou chybu vzit chybu méfidla: U- = aw. V takovénm p¥ipadé astadl provést
jen velmi maly pofet méfeni (napr. N = 1), :

3. 8= » Aw. V tomto pripads zanedbdme pri vypo&tu celkové chyby chybu mé-
ridla “ﬁ = k.sg. Pak je GEelné pro ani%eni chyby provést pokud moZno
véi8i podet méfeni.

ZvySovdnl poltu méfeni md tedy smysl jen potud, pokud se to projevd
v hodnoté celkové chyby, a to i po jejim zaockrouhleni na jedno platné misto,

Vrdtime se k prikledim 8 a 9.

1. V pfikladu B8 jeme vypoditall smdrodatnou odchylku aritmetického pri-
méru primdru drdtu, sz = 0,006 mm, a 2z ni jasme urédili mezni chybu
k.ggy = 0,02 me (k = 3 pro P = 0,997).

M&feni bylo provddéno mikrometrem, jehoZ chyba je A d = 0,01 mm.
Obé chyby maji srovnatelné velikostl a je treba je zapotitat do
celkové chyby; podle vztahu (46) dostaneme pro celkovou siredni. chy-

bu

ua-m q(o,m)2 + (0,02)2 mi = Q0,022 mm.

Chybu zackrouhlime na jedno platné misto a zapifeme spolednd s arit-
metickym primdrem, d = 1,00 mm; vysledek graficky zvyraznime.

a= (1,00 0,02) mn.

Relativni celkovd chyba Je §=2 %. Je vidét, Ze pfes srovanatelnou
velikoat se chyba mikrometru do celkové chyby nepromitlas celkovd
chybe je stejnd jako jeji ndhodnd sloZka.

Uvedené chyby Jsou ohyby mezni.

2. Podobné uréime celkovou chybu i v p¥ipadd mé¥eni hmotnosti torznimi
vahami v p¥ikladu 9. PouZité torzni vdhy mé&ly chybu Am = 0,4 mg.
Smérodatnd odchylke aritmetického priméru jJe By = 0,004 mg, mezni
chyba k'BE = 0,02 mg (k =» 5,6 pro P = 0,995 a N = 5), Chyba k.sE
je tedy zanedbatelnd vidi chybd vah Am a celkovd chyba je proto

uﬁﬂ Am = 0,4 Mg«

Zaokrouhlime odpovidajicim zplsobem aritmericky primér, m =
= 552,1 mg,a zapiSeme vysledek mdfeni:
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m = (552,1 2 0,4) ng
Relativni celkovd chyba je 0,07 %.

4.7 Chyby nepiimych méreni

Y predchbozich odatavcich jeme se zabyvall pfimymi méFfenimi, p¥i nich¥
pe hodnoty mérfend velidiny urduji bezprosifednd z udaje méridla. Nyni pie-
Jdeme k m&Ffenim neprimym, p¥l nichZ hodnotu zkoumand velidiny w ziskéme
zprostredkovand z Jinych fyzikdlnich velidin x, y, 2, ..., jejich¥ hodnoty
méfime p¥imou metodou,

Pro nepr¥imc méfenou velidinu w tedy plati:

w = f(x, v, 2, ...).18) (50)

StFedni hodnotu této velidiny urdime dosazenim st¥ednfoh hodnot velidin
X, ¥, Z, s+ G0 vztahu (50):

E=f(‘i, }, —é, oov)o (51)

Tato hodnota Jje také zatiZena chybou mdfeni, kterd se do ni{ promitd
prostfednictvim chyb, s nimiZ byly zméFeny velidiny X, ¥y, 2, s«o
K tomu, abychom mohli urdit, jakd je chyba velidiny w , pot¥ebujeme nejprve
vaddt, jakou zmdnu Aw vyvold zména velidiny x 0 AxX, ¥y o Ay, atd, Strudné
to naznalime v ndsledujicim odstavei.

4.7.1 P¥irdetek velidiny

gy ey i o o e et B S e o ey

Pro jednoduchost cdvodime vztah pro pfirlistek v pripsdd funkee jedind
promdnné. Necht veli¥ina w je funkce jedné piimo md¥end velidiny x:
W= f(x)o

Hleddme odpovéd na otdzku, jak se zméni w, zméni-li se x o AX., Viimmeme si
obr. 16.

wh

Wz f(x) //

Obr. 16. Prirdiastek funkce

184 funkoi f p¥edpoklédddme, Ze Jsou pro nl aplnény piedpoklady pro existen—
el vliastni derivace ve vieoh bodech x,¥,z,... Vv oboru, ktery uvafujeme.
Tente p¥ipad je zpravidla pro fyzikdln{ veliliny -splnén.
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Je na ndm zekreslena &dst grafu funkce f£(x) mezi body x_, X, + Ax. Veli¥i-
na oznadend D, Je ddne vztahem

aw
Dy = (Hi)xo . Ax = (-g)xo.Ax, (52)

kde (%i)z oznaduje hodnotu prvni derivace funkece f podle promémuné x v bodé
x, a mg ° geometricky vyznam smdrnice tedny i sestrojené v bodd x, ke grafu
we= £(x),
Z obrézku 16 je zfejmé, e obecnd D # Aw, %e vdak zdroved pleti
lim D = AW, (53)
Ax >0
Vidy lze tedy nalézt tak malé hodnoty A x, %e pro né s predem zadasnou prege
nost{ plat{ vztah |

Aw-(-g)x.a.x. (54)
(]

Pro funkci vice proménnych bychom p¥i odvozeni wztahu pro A w postupove~
1i obdobnd, & to tak, %e bychom sledovall postupnd zménu AW velidiny w zpd-
aobenou zmdnou K A X proménné x - pr¥i omtatnich premdnnyoh y, %, «-. Lixoves
nych (konstantnfoh), zménu Awy veliliny w zpiisobenou zménou Ay veliéiny y -
~ pPl ostatnich proménnych x, z, ... f£ixovanyoh atd.

T{m je dlohs urdit p¥{ristek funksce vice promdmnych pFevedena na vlohu urdit
prirdstky funkel Jedné proménné:

w, . fx(x) = 2(x, y =y, 2= 2, ess)

v, = fy(y) = f(x = Xys ¥s Z = Zy, eee) o
Jejich prirfistky jamou podle vztahu (54)

daf
A'I - (‘-&x)xc; OHX = (-%ﬁ) AX (55)

xo,yo,zo,...

S of
oW - (Ag oy = (2 - &Y,
¥ )yo 7 ‘oy)xo.yo,zo....

atd.
Yyrazy na pravé strand ve vztazich (55) obsahujl paroidln{ derivace funkce f
podle jednotlivych proménnych X, ¥, eee :%—g , %%, ses , dostaneme jo derivo-
vénim funkce (50) podle pidisludné promdnnéd, pridemf oatatn{ proménné povafuje~
me za konstantnf.
Pro malé smdny A X, Ay, ... mifeme jednotlivé piirtatky Awg, 9"3'

pedist a pro celkovou zménu A w velidiny w dostaneme:

22 | EY: , ,
Aw wm oz)xo'yo’“.‘dx + ay)xo’yo""'&y t eos (56)
Ri{klad 12.Yipofet parcifinfeb derivaoi
ﬂ . Jednim s nepF{mych miFen{ je urdovdn{ elektrického odporu R ndjaké~

bho prvku v ¢bvodu na zdkladd x_:.a.péti U na tomto prvku a proudu I, ktery:
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jim prochdzi, Podle Ohmova zékona md funkce (50) v tomto piripadd tvar
(srov. pi{klad 4):

R = [IJ .
Za vychozi bod [xo, Y, ] vezmeme bod dany stfednimi hodnotami [ U, T] .
Fixujeme proménmou I : I =1 & poéitdme parciéini derivacl podle U:

2R 2 U d

He P EP =%
podobné uréime parcidlni derivaci podle I

2R 7]

3 U a U i
2SR A Q- A il
V libovolném bodd [ U, I] Je tedy

2R 1 3 R U
SU°1 & FIC- T o

Budeme nyni postupovat podobnd jako u pfimych méfeni. Nejprve odvodime
vztah poplaujici rozlofenf ndhodnych chyb v zdkladnim souboru (F-—=>¢© ) a od
né] prejdeme k odhaddm pro redlnd méfeni, pro vybdry ze zfkladniho asouberu
{F koneZné).

Pro jednoduchost se omezime na funkce dvou promdnnych,

wa= £(x,¥); (57)
enaloglické vetahy viéak plati 1 pro funkece vice proménnych.
Oznadime c’i, dg a o’i rozptyly jednotlivych velidin. Podle (26) pro
né plati:
ﬁi = lim% i (xy- &)2 - 7limi i (a xi)z, (58)
1=} Hvoo™ {al

N»oe

) . N
1 2 1 2
= lim 2: (7= 80 = lim f: (ay,) (59)
?§ %._'mﬁ {=1 3’1 H-«mn i=1 ‘ yi

N N
2 1 - 2 1 2
gS = lim Z;(w- )C = lim E(A'u). (60)
Foool £ (T4 T O Frood {7 1
kde By P}' a g, Jaou st¥edni hodnoty velidin x, ¥, W. ‘
Ddle budeme upravovat vetah (60). Dosad{me do neho za AWy 2 rovanice
(56)+ Pro malé hodnoty A x; & Ay, dosteneme vztah
N . 2
2, 2z 21y
d' ;}giog;% [( ax)&'a‘-xi + 33),!1 b.‘fi} . (61)
V¥chozl bo’d——[_xd, yo] Je nyni dénlti"adniﬂ.hodnotami[px. f“y] 3 u parcidinich
derivaci je tc souhrnnd oznadeno indexem m. :
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Yztah (61) ddle upravime:

N
ao 3£42 222 2 2Ly (2F -
& -;.L:;o ;[( 557 (Axi)g+('ay)cu-(byi) + 2( x)(u( y)paxl Ayi]
af.2 1 9f.\2 2
%ﬂjﬂ j; ( x)p. (Aax )" + li‘r’in & (—ry)&l (Ayi) +
N
1 N7 ey L 8F
ljm S (—"—' 6x -o& L]
+N"’°°H£::‘i ( ax)P O,Y)(u i 3r:l.

Protoie parcidini derivace nezdviseji nea indexu i, mifeme v Upravé po—
kradovat:

N N
2 3f\2 1 2£v2 34p 3 2
¢ - $Df un g 24 (ax? P,y L Cayp)? +
| N
2 2f 1
+ (_aég;‘(—h?)&l %‘in; T i; ATy o0 Y- (62)

D4 se dokédzat, Ze pro nezdvislé velidiny x, y, resp. pro nezdvisly vy-
skyt jejich chyb plati, Ze
N

1 E : .
liIﬂ bx ] A - = 0 - {\63 )
H»o0 E im i yl /

PouzZitim (59), (60) a (63) mifeme vztah (62) upravit do konedné podoby:

2 2
g2 . (-2, 2f, 2

2
+ Rl ¢ 6
- 2 oz + ( ¥ 5y (64)
Pfechod od rozptylu 0: zékladniho mouboru (N-r<0 ) k rozptylu 55 Vb &
rového souboru (N konedné) uskutednlime zndmym zplisobem: ve vatazich (58),
(59) a ( 60) vynechdme limitni prechod, misto % budeme psét ﬁéT a stTedni
bodnoty mgs gy, & &y nshradime eritmetickymi priméry X, ¥ & W.

Dosteneme tek pro vyboérovy rozptyl

2 2 2£,2 2
2 ,.B8f . 65)
82w 25y 8L+ (=3)_  .om (

g pro mdrodatnou odchylku
2 2 )

af 2 . of 2
s, = |(—==) -85+ (==) .8 (66)
w q X £,§ x oy Z,7 y

Také omdrodatnd odchylke aritimetického pramdru B souviei se smérodatnou
odehylkou s, pro jednotlivé hodnoty atejnd jako u p¥imych méTfeni.



Xz 5 Vv o v
tedy > 5 —_
. 2 2 2 s 6
Bq q(—--x-)ij B2 + ( DY)E,i 7 (67)

Pro zvolenou hodnotu pravdépodobnostli P miZeme, podobné jako w pFlmych
méfeni,vypoditat k-ndsobek chyby 8, 1ebo sz Je pfitom potfeba také pF¥ihléd-
nout k podtu méfeni N. ‘

Viimeme si unékterych jednoduchych a piitom éasto se vyskytujicich tva-
i funkce w = £{X,¥, e00,)s Odvodime pro né ze vztahu (67) jednodulsi vyra-
zy pro vypolet smErodatné odchylky.

1. Pro funkci dvou promdnnych
_ weaxdpy, (68)
kde a, b jaou kl=adné konstanty, jseu parcidini derivace
af af

x % Byt cob

tie
52 = 2. 82 + v° 8° . (69)
w X y

A¥kollv tedy uvaZujeme i moznost znaménka "-" “rozptyly velidin x a ¥ se
vidy (s pFdigludnymi kladnymi koeficienty a a b ) 8d8itajidi.
Plati=1li w = ax --b ¥, - a tedy
;na-x'-b-},
Je relativnl Bmérodatnﬁ odchylka aritmetického prindru ddne vyrazem
. \,2 2 2 2
=H - B.B—x—-+b.'5§

=~ a — (70)
w ax - by

a pro maly rozdil ax - by nabfvA zna®nyeh hodnot.

bliZnd stejnd velkych velidin mi¥e byi Z&ti%@:@wjelk“ stived okybon.
¥ podobnych gltuacich je vhodné hledat jiny zplmob uréeni veliéiny ¥

2. Pfedpoklédejme, ¥e velilina ¥ Jje funkei goudinz dvou jingoh velidin,

W= I a,x,y s (71)
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kde g Je kladnd konstanta., Pak je

(53 _ _=tay, (25  <lax
¥ X,y
a
2 2 -2 2 2 =2 2
s = 8" ¥.sg +a° X% az. {72)

Drubd mocnina relativn{ smérodatné odchylky (relativni rozptyl) aritmetické-
ho priméru je ddna vyrazem

2 g2 2, 2 =2 2
8 a” ¥ 8zt a X ﬁi
b
a2§2§2

25 0

=l

£5.
’ 2
+ . (73)

?4.

ke
n
b
i+

Yyjddfeno slovnd to znamend, Ze relatival rozptyl sritmetického priméru ve-
118iny w je ddn soudtem relativnich rozptyld aritmetickych pridmdéri p¥imo
mé¥enych velilin x a y.

3. Necht
+ x
REREYHE (74)
kde & je kladnd konstanta. Pro rozptyl aritmetického priméru plati
2 @2 2 &2 % 2
8- 85 + 8%, (75)
Ty R § Y

B:ﬁ; B; SE
- = + ) (76)
i

coZ je stejny vyraz jako (73).
4. PFedpokléddejme, Ze

+1
we=a=x (173

kdeZg a b jsou kladné konstanty. FPreatcfe velilina w zdvisi na jediné promén-
né x, mi%eme pro vypolet amérodainé odchylky pouiit wztahu (67}, nebot ten
platl pro libovolny polet promémnych. Pro jedincu proménnou je derivace i

+
(2L) - (3L ezt

EERY :
takZe
+
B_=mabXx =(b=1) S_. o (78
w x
a
B 8-
-.—'n'b—:_g (79)
w x
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Relativni smérodatnd odchylke aritmetiokého primdru veliSiny w je tedy b-né-
sobkem relativani smérodatné odchylky aritmetického priméru velidiny x. FPlat{
to 1 obecndji: chyba v urdeni dildl md¥ené veliliny p¥ispivd k celkové chybd

tim vice, Zim vy¥di je jeii exponept v prislubné funkdni z&vislosti
w= £(X, ¥, «+s). SnaZime se proto tyto veliliny mé¥it tim pFfesndji, &im vyd~

8l je jejleh exponent.
5. Posledni priped, kterého si viimeme, Je funkdni vztah
ITbhx
weae s (80)

kde a, b jsou kladné konsztanty a e je zdklad pfirozenych logaritmi.
af + fox
(_,...) =z =8b e a
X 5
8_=4abe 5 . (81)
W

Pro relativni sm&rodatnou odchylku aritmetického priméru dostdvdme

(82)

EIIEF
b
=
&

-

4.7¢4 Celkovd chyba nepfimych méfeni

e v O G e e e e i Bt s e e s e e B o e i e e e e

Podobmé jake u primych mé¥eni (srov.odet. 4.6) zahrnujeme i u nep¥imych
mé¥eni{ do celkové chyby jednak nédhodnou chybu danou nésobkem smdrodatné od~
chylky, jednak chybu mé&ridla,

Predpokldde jme opét, Ze méfend velilina w je funkci p¥imo zméFerych ve—
1iéin =, ¥, se. {(vztah (50)) a Ze jsme uréili smérodatné odchylky 81 Byees
a mezr” zhyby méridel &8 xX, Ay, ..., Smérodatrnou odchylku aritmetického pri-
méru velidiny w umime uréit podle vztahu (67). D4 se dokdzat, Ze i jednotli-
vé chyby meéridel se do celkové chyby promitaji se stejnou vdhou jako smdro=
datné odchylky, tj. 8 koeficientem "danym paricgdlni derivaci podle p¥isludné
proménmé. Pro zvolenou pravddpodobnost P & s prihlédnutim k podtu méfeni N
dostaneme pro celkovou chybu nepfimo zméfené veliliny w = £(X, y, ...) vztah

1
2
3 2 af.\2 2 21 2
— L. = k€. 8S + (===) (ax)t o+ (—==) A ay) se. (83)
%, st q w X 2.7, .. 2Y %, T, ..

Je to stfedni celkovd chyba. Pro jeji vyznmam plati totéZ, co pro stredni cel~
kovou chybu u pFimych méFeni: pokud &islo k odpovidd vysoké hodnoté pravdé-
pedobnozti (P £ 1), je celkovd stfedni chyba dand vztehem (83) chybou mezni.

Nékdy je vyhodné poéitat celkovou stredni chybu pomoeci jiného vztahu,
ktery plyne ze vztahu (83), dosadime-li v ném za By 2 (67):
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2 2 2
u_ = | k2 (—-5—-§)__ 82 + K (—g—f)_ B 82 4 vue + (—i{) (ax)?
w’str LyY¥gooe x Y XyYsoe E,E,no
2 ‘ 2
+ (-2-:—5,)_‘_ (83)° + veu (-g—i)_ B (2 82+ (ax)?) +
P W I,y,--
2 2
+ ( gg) (kz- 52+ (&.y)z) + eee e
X, T, ¥

S5 uvédsnim vztahu (46) pro celkovau st¥edni chybu primych mdFeni dostane-
me vyres

w_ o= (-—g{) ul 4 (-gi)ﬂ B ul 4 ... (84)
;(’Stl i:?,“ x y TyYsee y

Lze ho, na rozdil od v=tehu (83), pouZit i v pripadé, je-1li polet mdfeni ma-
ly & rGzny pro veliliny X, ¥y, .. , & 0wpovidaji-li tedy pro danou hodnotu
pravdépodobnosti P velidindm x, y. :.. raiznd éisla k.

Kdybychom si v ndkterém piipacé nebyli jieti tim, Ze stFedni chyba vy-
stlhuje celkovou chybu pro danou hodnctu pravdépodobnosti P, miZeme uvést
meximdlni celkovou chybu. Uréime )i ze v~tahu

3 ‘ 2f|
u_ = — u_, -+ T U_ + see (85)
W,mAx ax Z,¥ree x v is?!-' J

Vétdinou ovem pri zpracovdni vysledkl méreni wvystatime s chybou stiedni.
Vztah pro maximdlni chybu je vyhodné pouzit jeke horni odhad chyby pri pii-
pravé méreni, jako souddst pldnovdni presnosti méfeni (viz odat. 6.2).

e vztahdl pro wypofet celkové chyby je vidét, Ze pri vipoltu aritmetic-
kého priméru w postadi brdt pr¥ipadné konstanty (mapf. ®, e, rychlost svétla
c, tihové zrychleni g apod.) Jen agi o 1 ¥4d presnédji, neZ je nejlepsi pres-
nost aritmetickych priméri diléich velidin x, y, +.. . Chyba zplgobend zo-

okrouhlenim konstanty se tak do celkové chyby nepromitne, protszs je oproti
chybdm velidin x, ¥, ... zanedbatelnd. (Meznl chyba zaockrouhlené konstanty
nepfevysi hodnotu 1 na Fddovém misté daném poslednim platnym mistem zaockroubh—
lené konstanty.)

Ze vztabu (84) je jeho srovndnim s (67) vidét, Ze pro vypodet celkové
st¥edni ¢hyby je moiné v jednoduchych piipadech funkénieh zdvislegti (68),
(71), (74), (77) a (80) pouzit analogickych vztahd jako (69), (70), (72),
(73), (75), (76), (78), (79) a (81), (82), nahradime-1li v nich viude

8 &—3 U_ o B «—u_ " B 8_«— u_ . *
w w,8tr X Z,atr ¥ y.satr
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T nepfimou metodou

Vrdtime se k p¥ikladim 4 a 12,k méFfeni elekirického odporu R ne-
pPimou metodou pomoci proudu I prochdzejiciho danym prvkem a napdti U
na tomto prvku:

R=%-

Obvykle mé smysl mdFit proud a napdti pouze jednou (nebo lépe dvakrdt ,
aby se vyloudily pripadné hrubé chyby), protoZe smérodatné odchylky
By & 8o jsou zpravidla zanedbatelné melé. Celkové-cgyby u; & uﬁ jsou
proto ddny mezniml dovolenymi chybami ampérmetru a voltmetrn, al a

£y

alU, kterd urdime. 2z t¥id presnosti.

Ampérmetr: tPida pFesnosti 0,5; rozeah 0 - 300 mij namérend hodnota
234 mA-q
UrSeni chyby: al = 4% . 300 mh = 1,5 mA.

Vysledek: I = (234 & 2) mh; relativni chyba 1 %.

Voltmetr: t¥ida p¥esnosti 5; rozaah 0 - 60 V; naméfend hodnota 27 V.
UrSeni chyby: AU = &5 . 60 V.= 3 V.
Vysledek: U = (27 3) Vv, relativni chyba 11 %.

14 1

Celkowou st¥edni chybu elektrického odporu uréime podle vztahu (83),

v némz dosadime 8y = By = 0 (nebo podle vztahu (84), v némZ dosadime
g = U = al, u? = U = & U); parcidlni derivace mdme p¥ipravené uz
z prikladu 12:

-}

- oR 2 2 2R,2 2
"R, s \F—ﬂ)ﬁ,i( S L
— 2 1 | 2
U 2, 1,2 2 2 2
= (=« =) (oI (=)° (B8U)° = (—-7——2) (0,002)° +
q T 1 _ (0.234

2 T .
+ (5—,%3-1) . 3FQ- ‘40.97 + 164,3 Q0 & 1380,

St¥edni hodnota odporu je R = U = 11590 .

Vysledek dostaneme po zaokro eni:

R = (120 : 10)Ge | , 8 relatiwvni chybou 8 %.

Uvedend celkovd chyba je chybou meznd,
Jednodudsi by byl vypofet celkové stredri chyby pomoci specidlni=
ho vztahu (76), kde bychom nahradili

8- g_
-_-E ¢—*4§ y —d = fﬁg {srov.posledni pozndmka pred timto pPikladem).
X I 3- U .

Jigté jste si vBimii, %e chyba napéti je znadné vét8i neZ chyba
proudu; celkovd chyba odporu je ddna prdvé jen chybou napé&ti. Celkovd
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chyba j& také vzhledem k mo¥nostem poufit{ metody méieni p¥{lid velik4.
Zéavade spollivd v tom, fe bylo pouZito nevhodného voltmetru, s p¥{lis
wmlon piesnosti ve srovnéni = poufitym ampérmetrem, Bylo treba provéat
Jjedtd nied méfenim‘odhad presnosti, pfi némZ by se tato nesrovmalost
ukégais, a zvollt jiny m3fici pristroj.

Chybu napdti by také bylo mo¥né zmen¥it, kdybychom zvolili jiny,
meudy rozsah, Nepf. prl rozsahu O - 30 V a stejné t¥idd presnocati by
abgolutni okybs na tomte rozsahu byla AU = T%ﬁ « 30V = 1,5 V. Rela-
tiviad chyba pro neméieng: hodmotu by byla 6 %, a to je prakticky polo-
vidni hodnota ~~ asrovads{ s méfenim na rozsahu O - 60 V.,

Jako daldi piiklad mi¥e poslouZit urfeni celkové chyby neprimych
m&feni ve vzorové 2zprdvé o provedeném méfeni (p¥iklad 29).

Piikled 14: Zsoxronbleni konstanty pii vypoftu aritmetického priméru,
Vraime se kX torznimu kyvedlu v p¥ikladu 5. Predpoklddejme, Ze
jeme zmdrili jeho dobu kmitu, T = (2,2 f 0,1) 83 je uvedena mezni chy=-

ba. PFi urdenl thlové frekvence tohoto kyvadla,

xid
O m ke

etadl vzit % = 3,14. Meznl chyba tekto zaokrouhlené konstanty je mendi
nez 0,01, (dpovidajici relativni chyba,

%&%% = 0,003 = 0,3 %, Jje zanedbatelnd viéi relativni chybé
P

doby kwitu, _
5 = 0,05 = 5 %,

ProtozZe ge jednd o pripad funkéni zdviglosti (71} s jedinou pro-
ménnou T, bude podle vztahu {(73) reletivni chyba dhlové frekvence
gtejnd Jjeko relativil chyba doby kmitu, tj. 5 %. Absolutni chybas je
tady 5% »F = 2,9 87 = 0,1 8.

V¢aledek urdeni thlové frekvence:

W= (2,02 0,1) 8.,

Uvedend chyba cdpovidd stejné hodnoté pravddpodobnosti jako chyba doby
kmitu (tj. v tomte pPipadd je to také chyba mezni).
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S Y3iohls Postup pid zpracovdni vysledkt méfeni vel ¥iwy w = £iXx.y,4,.. )

-

¢, Zprzcovdni vysledkd pro primo zméfens ve;._f_ggsf_ixj_:._. P AT

| 2
iy - - 1 (I -2
a, Tyrelet X, 8 : X =g E_,xi y 8= gy e - X)T .

P

b) “piouderi hrubych chyb. ‘
o) iy yjpadet X, a. i
4 Dedeni o, : B = —i= l
_ b 4 b 4 '3 N {
2} Favovadal chyby méfidla ax & sy 4 meZné piipady: {

1, 8o 8 A X jsou srovnatelnéd; obd se podl!ejl :wm celkové chybs, i

2.8 & A I g zanedbdme (stadi provést jem .o.Ll¥ pofet wiieni.
treba ¥ = 1),
3. 8 » ax, Ax zsnedbduwe. .‘
£ Volba pravddpodobnosti P a v piipadech el) nebe e3) awdeni 3is- |
la k (& pfiblédnutim k podtu méreni N).
g} Urdeni celkové chyby (stfedni nebo maximélnik

]
u_ L= q(k-ﬂ_)z + (AI)E
X,8tr x
nebo
UL = K.B_, +4HAX .
X,max X

1) Hleddni a korekce systematickych chyb.
1) Zaokrouhleni vysledku a zdpis ve.tvaru
X = E : uf °
3) TotéZ od hodu a) pro dalsi velidiny y,2 , «..

II. Urdeni vysledku pro velidinu w:
a) Vypodet stiedni hodnoty w = £(X,¥,Z,e0,)e.
b) Uréeni celkové chyby (airedni nebo maximédlni):

2 - 2
= (x.a )%, (2F 2 (2f 2
uﬁ,ﬁtf‘ Wk ﬂﬁ + ( ax)i y (AI) + ( ‘ay)i i‘ (ﬂ.‘{) + see
s¥ 100 1 ¥,0a

pripadns 5
2 .
>

- = 4’('%%) l£.+(——"'§) 'u::+ aew .
w,8tt Z,Free X V2, ¥, 0¥

(pouZijeme-1i prvého vztshu, nemusime predem poéi‘l_:a.t celkové chy=
by Uy u?,, ses, ale misto toho vypoditdme 8 pomoci vztahu

-
2 2 )
2f 2 2f 2
s_= || (==) 85 + (—=) BS + soe
w ‘l O S F,es X Y R, F,es ¥ f )
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nebvo |

. : |
u_ = kog o+ [=0s AX + ; Ay +
W » MAX dXI_ 2y |- = T e
x:.y:‘O x!y?" !
pripains ‘
) ) |
u_ . \__,h u_ -—-f U_ * see .
W, miw ax| x oy | y
Xy 1 Firos
¢) Rladduvx a korekce systematickych chyb.,
&) Zackrourisii vygiedku a zdpis ve tvaru
woeow Tl .
w
e} V¥poian rel«fwuaf celkové chyby:
T g = (0 %,
5. Metody zpracovam, . " v - ezl iinich zdvislostd

5.1 Uvod

V predchozich kapiteldsh jsme vyistiovall piipady, kdy veliding w - atf
uz mérené primo nebo wepiiuno prestife.n.clvim velidin %, ¥, »«. , pPigluBels
jedind stdld skuteénd Lodnota w* (@ velidindm x, ¥y o». jediné atdlé skutel-~
né hodnoty X, y©, ...). Vysledk:m vyhodnoceni vysledkl md¥eni byla jedind,
nepromdnnd hodoota W jako cihid wh ( a jediné, nepromémné hoduoty X, ¥, «..
pro odhady x*} y*, vee)s

Nyni se budeme vénorat »¥. . adu, kdy sprédiné hodaoty wﬁ, x*; y*].a..
nejsou kongteantni, ale v priharu pokusu ge méni. Pritom z celé &kdly moZnych
gituael vyberem: j2i nfkolik akledidch pripadi.

Budeme predpoxleda*, ze hieds.a velidiua w zdvisi na jediné proménné
veliding, klerou budeme ownalivat p:

w e £{p)., (86)
prifemZ p je spojité srominnd a £ ‘e spojitd funkee.

V praxi e &tast, muzné se setieb o pripady, kdy velidine w zdvisi na
vice prom&nnych: w = f(p,. Pys eec)n O zgpracovdni naméfenych hodnot f£yzikdi-
nich zdvislost! v takovém ptipadé je mciné se dodist aep¥. v knize [10] .
Pr . m fenich v z4kladnim fy- indlnim prakiiku vSak zpravidla budeme sledovat

jedinou proménnou.



Prikled 15. M&fené velicing Bgomenné a stélé

Pfedpoklad, Ze velilinm w zdvisi na jediné proménné velidind p ne=-
vyluduje, Ze pro zjisSténi hodnot ¥ nemdme kromé p méFit jesté daldi ve-
liéiny - nap¥. X, ¥, «¢o o O téch viak predpokldddme, Ze se v pribdhu
pokusu neméni,

Méjme napr. téleso ve tvaru kolmého kvddru o rozmérech a, b, c. Pro
objem télesa plati:

V=abec.
Méni-1i ge teplota t&lesa, je jeho objem funkcdi

Voa f( ﬁ-sbs C, T)5
to miZeme zapsat také jako

Vo= £(£,(T); £,(T)3 fC(T)) =g (T),

kde jesme vzali v uvahu, %e na teploté zdviseji vBechny t¥i rozméry t&-
lesa: a = fa(T), std. Chceme~li uréit zdvislost objemu na teploid
V=g(T), nestali mérit jen teplotu, ale je potfeba mé¥it i rozméry

a, b, c. Tyto ¢tyfi veliZiny jsou tedy viechny velidinami méfenymi;
bdhem uvedendho pokusu se vdechny méni a chyba v urdeni objemu V bude
zdviget na chybdch v uréeni vdech téchto veliin.

Vysledky méfeni proménné velidiny w = f(p) miZeme ziskat pomoci lindo-
vyceh zapisovadd primo jako spojity graf. nebo ve formé tabulky dvojic hodnot
(pi, wi), i=1, ¢.., ne Zdpis ve formé tabulky je zpravidla pFesné&jsi neZ
spojity graf, a teké se béZnéjl pouZivd. Proto z ndj budeme ddle vychdzet,

Dvojice hodnot (p,, w;) odpovidaji n diskrétnim bodlm grafu w = f£(p).
Kezdd 2z bodnot Py Wy Je zatiZens chybemi mé&feni: naméfend body proto neleii
presnd na tomto grafu, ale jsou kolem ného rozptyleny - v mife odpovidajici
chybém méfeni (srov. ndsledujici bod c). KaZdé jednotlivé hodnoté w; i p.
p¥islusi stfedni hodnota El, Ei a celkovd chyba mé¥eni U, u_ 4 ZPﬁSOb Je=
jich urdeni jeme probrali v predchozi kapitole 4. 1

Z dvojic namdfenych hodnot (p y Wy ) chceme dojit ke zjidténi zéviglosti
w = £f{p). Mohou pFitom nastat tyto situace.

a) Potrebujeme najit dali&i dvojice hodnot (pi, wi); pokud je nemiZeme zizkat
experimentdlnd, nezbyvd neZ hledat je pomoci néjaké vyhodnocovaci metody.
LeZi~1i wy i p; uvnit¥ intervalll zméYenych hodnot, provedeme tzv. inter-—
polgci; lezi-li mimo né, pouzijeme tzv. extrapolecd.

b) Nezndme teoretickou piedpovdd zdvislosti W f(p )3 cheeme zjigtit, ja-
k¥ vztah by ji nejlépe popsal. MiZeme se v tom pripadé pokusit proloiit
nanéfenymi body polynom.



¢) Zndme sprdvnou zdvislost W' = f(px) ~ napr. to miZe byt zédvislost linedr-
ni, exponencidlni aj. ProtoZe vBak jsou nam&iené body (pi. wi) zatiZeny
chybami, nevime, jak jiml odpovidajici k¥ivku = napi. pFimku, exponenci-
elu aj. proloZit. Jinymi slovy, chceme zjistit, jakych hodnot nabyvaji
parametry dané krivky. Pro takové zpracovdni vysledk( je dasto vyhodnd
metoda nejmendich &tvercil, skupinovd metoda nebo metoda postupnych m&Feni.

Metody zpracovéni vysledkd méf¥eni zminéné v predchozich bodech jsou
poetni. Pouzivaji se ovBem 1 metody grafické. Jejich vyhodou je, Ze jsou
ndzornéjdi a obvykle 1 rychlej8i; jsou v3ak méné presnd., S rostoucim vyuii-
tim poéitadlh vyznam grafickych metod klegd, Obvykle je vyhodné p#i zpracové-
ni vysledkd méfeni kombinovat pofetni metody s grafickymi.

V ndgledujicich odstavcich ame g nékterymi z téchto metod sezundmime.
Drive v8ak bude jedté uZitedné upozornit na moZnost vyjéddreni funkce pomoci
polynomu a na podstatny rozdil mezi matematickym e fyzikdlnim vyznamem né-
jeké funkéni zdvislogti, napr. typu w = f£(p).

Z matematického hlediska jde o pfedpis, kterym jsou Eiselnym hodnotdm
proménné p pfirazeny ciselné hodnoty w. Pro kazdou dogstateéné "rozummou"
funkecl - & v experimentech se setkdvdme zpravidla & takovymi funkcemi ~ plati

19)

Weiergtrassova véta “; podle které lze pribhéh takovéto funkce g libovolnou

wiredem zadanou pfesnosti aproximovat polynomem

W=a  +ap+ 32p2 + oaeo + anpn \ (87)

kde n je celé nezdporné ¢islo. To znamend, Ze pokud ndm jde jen o matematic-
kou, ryze éigelnou ghodu naméfenych dat g funkénim zdpisem, pek ke kazdé
pfedem poZadovanéd presnosti shody,(tj. wvelikosti pfipustnych odchylek) lze
vzdy najit takoevy polynom typu (87). ktery je adekvdtni skutedné zaviglosii
w = f{p). Z fyzikdlniho hlediska klademe na tvar funkdini zdvislosti Zirii
ndroky: nejde nédm jen o ¢iselnou shodu, ale také o to, aby v rémci dané mo-
delové predstavy vystihovala fyzikdlni p¥idéiny, které k ni vedou. Necht po-
dle fyzikdlniho meodelu mé& napr. platit ‘

w = gin p, (38)

%de dhel p je vddn v radidnech. Funkei sin p miZeme podle Taylorova vzorcedO)

vyjaddrit s libovolnou piedem zadanou pfesriosti vztahem

3 2m-1
. 1 1
#inp = p - Ef + T3 p5 m e+ (=) %553771 ) {89)
kde m je prirozené &islo.
To je moZné prepsat ve ftvaru
2 FEEe T T Y
W= B P+ D P 40P b ... wozpoTi (90
1 L ey P
9 viz wepg. 77, dil TI, . 347
20

Viz nept. 7] , &il I, s. 332
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Zatimco jsou Ciselné hodnoty w podle vztahh (88) a (90) s libovolnou
presnosti atejné, neni fyzikdlni skutelnost - Ze jde prévé o funkci sinus ~
- v zdpisu (90) patrnéd,

o s e e e e Y L e i e G e e

Predpoklddejme, Ze mdme zaddnu Padu dvojic hodnot (pi’ wi), iz 1,000, M
které je moZné povaZovat za presné, nezatiZené chybami -~ napi. je moZné jejich
chyby vzhledem k vyZadované presnosti zanedbat,

Chceme zjistit hodnotu w pro néjaké p takové, Ze p # p;y pro v3echna

i=1, vo., Ne Je=li p & <p1, pn) , jednd se o interpolaci. LeZi-1i p
vné tohoto intervalu, pak se jednd o extrapolaci (obr. 17).
w 4 extrapolace | interpolace L extrapolace
% rr
' |
wF———— = —— w = [(p)
W — — Ty
R
W‘ﬁ ——————

|

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
B

2 3
Obr. 17. Extrapolace a interpclace
Zndme-13i pfredem tvar funkce w = f(p) a neni-li polet n zadanych dvojic
hodnot (pi’ wi) niZsi neZ pofet neurdenych koeficientl této funkce, miZeme
koeficienty jednoznacné uréit redenim soustavy k rovanic (kde k je polet

koeficientﬁ).ZJ) Hodnoty w je pak moZné vypocitat pro libovelné p.

Zave.s.oat tlaku plynu p na teploté t pri konstantnim objemu je
v uréitém .ozmezi teplot a pil zadané presnogti linedrni a je dédna vata-
hem
p=op, (1+ y(t-1t)),

kde p, & %  jsou hodnoty odpovidajici :3jakému pocdtednimu stavu plynu

a yie soucinite . teplotni rozpinavosti.

Predpoklddejme, Ze jame pil méfeni ~ nap- pomoci plynového teploméru22)—

21) Rizné metody Fedeni viz ([5] , s. 268 a 8. 450
22) yip napt. [2] , 8. 42-44 & [2] , 8. 189 a ' =204
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- zjistili p¥i teploté t, = 20°C tlak p, = 101 kPa a p¥i teplotd t
= 80°C tlak p, = 123 kPa.

Checeme urdit tlek Py odpovidajici teploté t3 = 09C a tlak Py odpovidaji~
¢l stifedni hodnoté teploty v méfeném intervalu, tj. t4 = 50 °C. V prvém

2 =

pripadé se jednd o extrapolaci, v druhém o interpolaci.
Funkéni zdvislost p = p(t) zndme; upravime ji ne Lvar p = a + b t3

P=DPp = Py Yl * P VT -
ti. a = p, (1 - ?’to); b = p Y « Iyto koeficienty (smérnici pFime
ky a usek, ktery vytind na svislé ose) uréime dosazenim naméienych dvo-
jic hodpot do vztahu p = @& + bt a Ffedenim vzniklé soustavy dvou linedr-

nich rovnic:23)

101.10° = a + b . 20

123.,10° = a + b . 80
a = 93,7 kPa
b = 0,367 kPa.K~| .

Funkéni zdvislost p = p(t) md tedy konkrétni tvar
p = 93.7 kPa + (0,367 kPa.K”') t.

Extrapolace a interpolace: dosadime postupné t3 = 0°C a t4 = 50°9C do
posledniho vztahu a vypolteme Py & Pyt

py = (93,7 + 0,367 . 0) kPa = 93,7 kPa
a p4 = (9317 + 0,367 * 50) kPa. = 112,’: k_Pa.

Nezndme-1i predem tvar funkce w = f(p), proloZime n naméfenymi body po-
lynom *ypu (87). MdZe byt nejvyse stupné n-i, protoZe pro urdeni jeho koefi-
cientd miZeme sestavit nejvySe n rovnic. Volba stupné polynomu vyplyvea zpra-
vidla z kompromisu mezi dvéme proiichhdnymi poZadavky: na jedné strane poZa-~
davkem presnosti, kterd roste s rostoucim stupném polynomu, na druhé gtirand
poZadavku jednoduchosti. Pokud je to z hlediska pFesnosti pripustné nahra-
zujeme skutaénou zdwvislost v uréitych dil¢ich intervalech nezdvisle promén-
né p po Cdstech polynomem prvniho, druhého, mejvyse tretiho stupné. Pritom
p¥i interpolaci volime di¥léi intervaly p sSymetricky vaéi vySetfované hodno-
£5.2

Probereme 81 nyni zvlddtni pFipad, kdy naméfené hodnoty p; jsou rozmi g~
tény ekvidigtentné, tj. kdy plati:

Py = Pq = Py = Pp = ece = Py ™ Ppy oo (91}
Zavedeme novou promennou A vztahem
P - Py
= 2
A TR (92)

23) piZeme rovaice jen pro ¢igelné hodnoty, jednotky pro lepdi p¥ehlednost
vynechdme; podobné i v nédsledujicich odstaveich.
24) Obecné se lze < interpoladnich metoddch dodist nap¥. v [5] , 8. 497
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a budeme hledat koeficienty &, b, ¢ ... vyrazu
'-a+bcﬁ+c-&(ﬁ"1)+doA(A_1)‘(A"2}+o-- (93.}

tak, aby w = Wy PTO P = Dy, W = W, PrO P = Do, atd. Pro tyto koeficlenty
plati jednoduchd vztahy
. = '1
hww, - w
12 1 (94)
c--z(w -2\' +w1)
d = E (' - 3w3 + 3w, - w1, 0

»
-

Mifeme me o tom snedno presvéddit, uvddomime-1i ei, %e prop = P+ je
A= O, prop = Py A=1y prop = Py ¢ A= 2 atd. 2 n naméfenych DOd\l lze
uréit n koeficientd a, b, ¢, e .

Vztah (93) miZeme pouiit k urdeni hodnot velidiny ®w pro hodnoty promén-
né p, leZici mimo zméFrend body pys «.. F,- Se zvydujicim poltem slitanct,
kiexré pfi vypoltu vezmeme v Uvehu, se zvySuja presnost vypoltsenéd hodncty w.

Priklad 17. Interpolace pri nezndmém tvaru funkéni zdvislosti

T e T8 ey (B s oy S e N . S e B e o ) Sl A B i e S O e e Tl i g S gl ey S8 S, S O

Méjme trojicl naméFenych bodd (pi. wi}, i=1, 2, 3, &k jek jsou
nddny v ndsledujici tabulce 15.

Tabulka 15. Naméfenéd hodnoty velidin Pyr W

i
E"o'i".ée }[ ] 5 [ 3 '
valifmn .

P 30 | 70 T‘HO i

w 0,50 | 0,94 0,94 |

Urdete hnodnotu w pro p = S0 v téebtn piripadeci:

1. ¥ nultdm pfibli%erd, tj. w= a, . & bedu . 2 woiy 2 & & pada 3
2. v prwnim privlifent, 3. w= & 3 ».a , z dvoiic tadd ) & Z, 3 a 3.
2 a 33

3. ve druliém (v tomts piipedd posladnim meinéw) priviiZeni ti.
¥oat+ba+ ¢.a(b = 1), ze zadamé irojice oondld.
V¥sledkys &) 1. 0,505 0,943 0,94
2. 1,163 0,833 0,94
3. 0,995 .

Napf. v poslednim piipadd jume pestupovali takvo:
Pomeocl (94) jmme uréili keeficlenty a, b, ci
Qg m “i’ \W- - Z‘Ir,o‘ + '1) L "0 22




Polynom (93) md tedy tvar

W 0,50 + 0,44 A= 0,22 . & (A=1)
a po dosazeni za A ze vztahu (92)

0,50 + 0,44 + ol = 0,22 . o2l 2P,
= 0, + .  —— . s -
w ' Bo= P4 ! P2"P1 p2" p~| ’

pfitom p, = 30 & p, = pq = 40. Odtud uZ miZeme vypoditat hledanou hod=-
notu w pro p = 90 1 w = 0,995,

Jaky je skutedny tver funkce w = f(p) a skutelnd hodnota ¥ pro
P = 907 Odpovéd najdete na koncl odst. 5.6, pfiklad 21.

5.3 Prokldddni polynomu nepiesnd urdenymi body

3 T S B

Predpoklddejme nyni, Ze neznams teoretlcky tvar zdvislosti w = f£(p).
Nahredime ji proto polynomem (87) stupnd n s budeme urdovat hodnoty jeho
koeficientl. Pfedpoklddejme dédle, Ze hodnoty W, Jsou zatiZeny ndhodnymi chy-
bemi; Lodnoty p; budeme i ddle povaZovat za piesnéd, Na rozdil od extrapolace
a interpolace, kdy jsme viachny zadené hodnoty povaZovall za pfesmé, je pri
nepfesnd urdenych bodech ke statistickému vyhodnoceni nezbytné mit ndkolikrdt
v&tail polet namdfenych bodl, neZ Jje pofet urfovanyech koeficientd.

Stupen polynomu mifeme ursit bud z poZadavku urdité, piredem zadané pFes-
nostl aproximoce, nebo ho miZeme odhadnout pFimo z namdfenyeh hodpot. Druhy
Z obou zZplsobl 3i ukdZeme na ndsledujicim priklad&.

M&jme nasledujici funkdéni zdvislost mezi w & p:

w=2a+ hp + cp2 (95)
Pak platd '
2
%—% =t + 2 ¢p, E_ﬂg = 2¢, g-§ = Q,

dp dp
Obecnd pro polynom n-tého stupnd plati, ¥e

(n+1)

a" W

Smemeil L = 0, (96)
a an+T;

Fecht je konkréind 7
w= 1 +2p + 3p$ . (97)

Pro p = 1, 2, 3; 4, 5 vypoditéme hodnoty w a misto hodnot prveich, druhych,
atd. deriveci mime hednoty tzv. prvnich, druhych atd. diferspci :Q
které predstavuji odnad hodnot 4 ) 1 difermnce ndw umozni odhad_out hodno=

d
ty derivaci z neadfenych hednot, gez roaloeti Lovkrétniho vyjédfend polynomu,.
Difarence urdime prdie wriaml

- fF

(1 .deﬁwh 3 = 5 Ba
P2 i pl_{, = pi y i 1-, ooe,')i (9 )



(2) (1) (1) _
a. wi x A Wi+1 - & Wi ¥ 1l w 1, co ey 4 H (98b)

Postup pri vypodtu diferenci je vidét z ndsledujici tebulky, v niz
pro uvedend p byly hodunoty w vypolieny z rovaice(97).

Tebulka 16, Vipolet diferenci pro teoretické hodnoty LA

(1) (2) (3} (4)

P w Fa w Fa w fa¥ w D w
1 6 — y

— —
2 17 — P [ —_—

P Y iy =0 e
3 34— s 6 i o 0
4 5T —_ 2 - 6
5 g6
2N 40 20 6 0 0

V tabulce jsme czpadili E(k) aritmetisky primér hodnot A(k)

né miZeme povaZovat W, z8 A(O) Wi)- 7 tobn, %Ze hodnoia _z'(:i), kterd je arit-
metickym primérem odhadd tfeti derivace, ¢ rovna nule usoudime, Ze hodnoty
¥ jesou dany polynomenm drubého stupnéd v preménné p.

Kdybychom hodnoty w méFfili, dbyly by zatiZeny chybami. Soubor takovych
experimeﬁtélnich hal not wiE je uveden v tabulce 17, Vypodéitdme z nich dife-

rence &(k) wiE.

Vg (formdl-

Tgbulka 17. Vypolet diferenci pro experimentslni hodnoty wiE

B T
(1) (2 (3) 5 | @)
P wE FaN wE A wE TN WE ¢ wE
1 %5 — 4
/ ] e

=M - 10,6 = 8,9

3 33 17_/_/‘ 20,3 o T ~— 25.4 o 34,3

4 |s3aec "7 T o T T

47,4

5 00,
e T 1

2 16 2°6 | 13, 8,3 34,5

¥ wexe 8 L dnoty 'E(k} urdend z hodnot teoretickych a experimentdinich do

jednoh graf pr- ndzornost jimi proloZime kiivky (obr 18.).
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e O tecreticky
—-—.,&  experimentsiné

ol

'br. 18. Pritb&h arltmetickych priméri diferanci prec tcoretickéd a experimen-
t4..04 bhodnoty veliliny

‘pé kA vk med minimum pro k = 331 z experimentélnich hodnot bychom tedy
ydha . 1i, %s atupen polynomu Je roven k-1 = 2.

Viiwnemr al, Ze pre experimentdlni ddaje je T (4) > Zz (3); je to zpleo~
o 115 %e Y odnoty wlgjsou zatifeny chybami & pri vypodtu vydsich diferen-
i ohyba visletku roste ~ viz rovalei (70), Cim vyBB{ diference, tim vBt&{
¢ chybas to ,e stejnd dlleZité zJiBtdn{ jako to, Ze chyba roste s rostouci
weniny, affent veliliny. Vzhledem k této skutednosti se mife stdt, fie mini-
wor i~ */ urdené % experimentdlnich hodnot bude nalezeno pro niif{ k ne
ropl ipacd teovetickém, m fe tedy takto urdeny stupen polynomu (k-1) bude niZ-
if, net odrovidd stutednosti.

Jekan. . urdime atupen polynemu, at jilZ z Uvah o pFesnostl nebo napiiklad
ryéa vvedernym zplisobem z experimentdlnich ddajl, pak z matematického hlediska
|14 zmgme var funkdni zdvislostli y = f(x) a hledand koeficienty miZeme urdit
iy, akup:voveu metodou nabo metodou nejmendioh Etvercd, s nimif se seznémi-
1@ v nésleda . icich dvou odatavcich.

i»4 Skupiunové metoda

Je-11 funkce w = f(p) aproximovdna palynomem k-tého sfqpni\x
wW=a +8p+ azpz + eeo + akpk, (99)

je tieba wréit (k+1) koeficientd Byr Bps seey By o

Kdybyohom m3li k diepozici presné Gdaje, stadile by k tomu (k+1) vzdjem-
»# nezdviglych rovanlc, tj.” (k+1) nemb¥enych dvojic hodnmot (py, wy).

ProtoZe viak jsou nasd¥ené hodnoty ¥, zatifeny chybami, & také proto,
e musmime namd¥end hodnnty statlsticky zprecovat, potFebujeme dvojic {ps, w)
r8ti{ polet. Predpoklddejme, %o jich mdme k dispozici p, kde n > ki pomocl
1ich miZemo sestavit n rownic.

T§chto u rowvnic rozdélime, zpravidla rovnomérnd, do (k+1) skupin & v kai=
ié 2 t8chtc akupin rowvmnice aaétame.as) Tak dostaneme (k+1) novyeh rovaie,

g

Protofe hodnoty p, poklédéme sa pFesné & chyby w, ze ndhodns, mifeme oSe=-
kfivat, %+ Sdet ohyb se p¥l tomto sd{itdnf vyrusi - srov.ivahy sa vstahem (31).
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z nich¥% urdime hodnoty (k+1) koeficientd.

-...-—-—--—-u-——n_———--——-pn—————q—_—_-----—-—u: LYy

P¥edpoklddejme, Ze jsme zm8F1li Sty¥i dvojice hodnot (p,, = Eye
Ze hodnoty Py miZeme povaZovat za pPesné. Hodnoty QETTEJQ zat;?anv e -
hodnymi chyhami.
Chceme apreoximovat vztah mezi w a p pomoci polynomu (9%); méms pro to
k dispozici n = 4 mdFeni, Urleni stupnd polynomu pomcei nostupu ukén -
ného v predchozim cdstavel Jje zachyceno v mdsledujici tainlce:

Tabulka 18. Urdeni stupnd polynomu

souptan | S8lo | p | B | L0NE | AE [ g
1 0 21 T
1 — -1
e 1 20 4
+3 -]
3 2 23 -4
11 -1
22
| 4 3
~(k)
21, a, 0,0 8,0
: L2 3] :

Minimdlni hodnotu mf ?(2); z toho urdime stupen polymemni k #.13
w w8 + bp.

Je tedy potreba urdit dva koeficlenty. NdFen{ rozdélfime ne dvd skupiny
(I a II, tab. 18), dosadime hednoty w & p do uvedendmu polynomu & rov-
nice v jednotlivych ekupindoch sedtome:

I. skupina 21 = a II. skupina 23 = s + 2b
20 = 8 + gi.28 + 30
41 = 286 + b 4% = 2m + 5D

Ze soultovych rovaic uriime g a b & dostaneme jako visledek:

a=20, bel.
Hledany polynom mé tedy itvar

w=20+7D.
Viiom¥me si jeksd, jak me sditdnimrownic wyrusily o by mdpeni, tj. od-
ohylky nam$Xenych hodnot ot 0od hodnot teoretickych % . Ukazuje to nézle-
dujioil tabulks 19. Tecretické hodnoty jsou vypodteny ze zjiitépého poly-

no,n.25) Odchylky namifenfoh hodnet od teoretickych hodnot w ge

%) Teoretickdé hodnoty v nejeou cvienm hodnotami akaﬁeﬁnjmi._i'. Jsou %o
stiedn{ hodnoty urSend se vztahu ziskaného na zdkladd namdienyoh hoénot
g urditou presnosti. Skuteiné hodnoty w® nognéme, protoie nemudme*piea~

I

ny", skutedny tvar funkce w = £(p). °
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ovien nemusi vidy vyrusit dplné&.

Tabulke 19. Vyrudeni chyb mdfeni pii skupinové metodd

‘ ¢islo E "1 | chyba Souéét ohyb
Skupina | xseni P w ¥ mggeni ve skupigg
1 o 21 20 +1
I G
2 1 20 21 =1
3 2 23 22 +1
IT 0
4 3 22 23 -1

S
Véimméme sl nyni zajimavé skuteénostl. Prvni diference experimentdl-
nich hodnot QF1)WE v p¥ikladu 18 pfedstavuji odhady prvni derivace zkouyma-
né zédvislosti. Oekdvali bychom tedy, Ze jejich aritmeticky primdr (= 0,3)
bude dobrym odhadem hodnoty koeficlentu b (= 1); ale zfejmé tomu tak neni.
Divod vyplyne z nédsledujiciho podrobndj&iho rozboru. '

Yyjdeme ze vztahu (98a). Aritmeticky primér prvnich diferenci 3(1) Je
roven ( 1 )

E {(1)_E {(1)_ E
—(1) &'1!11+Aw2+&w:3
z =
; - k)
ProtoZze rozdily i "%y byly pro v#echna 1 = 1, 2, 3 stejné a rowmé 1, mi-
Zeme tento vztah ddle upravit:

E E E E E B
E“)=(w2-w1%+(w3—w2)+(w‘1_w3%,, W,{_“W-, R
. 3
Aritmeticky primér prvnich diferenci 3(1) je tedy urlen jen pomoci prvni a
posledni hodnoty wE - ani by byle vyuZito daldl informace obsefenéd ve zmé-

fenych hodnotdch leZicich mezi nimi, tj. ve sz a WBE. Tak tomu bude ve.

viech pPipadech pri tzv. postupnych mdtenich., Postupnd méfeni na sebe tésusd
navazuji a koncovy bod jednoho méreni je pofdteCnim bodem daléihoj pFitom
hodnoty promémnné p jdou ekvidistantni. Metoda vhodnd pro zpracovéni postup-
nych méFfeni je popsdna v ndsledujicim odstavci.

Predpoklddejme, %Ze hodnoty nezdvisle proménné jsou ekvidistantni, inter-
vel mezl nimi je jednotkovy a celkovy pofet méFfeni je n, kde n je sudé lis-
lo. M&Ffeni rozddlime na dvé stejné velké &4sti po k u~§ mdfenich (obr.19).
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1 2 k kel k<2

W p =

Obr. 19. Vypodet diferenci namérenych hodnot p#i metodd postupnych méteni

Zplgsobem zndzornénym na obr. 19 vypoditdme prvni diference £§1)w¢ mezi
hodnotami z obou Gdgti m&Feni takto: J

(1 1
A )wT =¥ (wk+1 - w1)

551)w§ - % (wk+2 - w2) (100)

(1)

1
Fa WE = E (Wn— wk)o

Vypoditané hodnoty c§1) w- poklddéme za nezdvisld méfeni, pro kterd bdznym
‘zpisobem uréujeme aritmeticky primér, rozptyl, smérodatnou odchylku atd. Tak-
to ziskany aritmeticky primdr teprve povaiujeme za odhad sprédvné hodnoty
prvoi derivace.

Pro aritmeticky primér A4
moci (100) vztah

13 1ﬁ () =1, iz i:w) (101)
Fal W = Fay e W, =~ °
Ejn 3K 1og3 T 1=1 *

(1)

w takovych prvaich diferenci dostaneme s po-

Vratme se k 8iselnym hodnotdm v pFfedchozim p¥ikladu 18, Urdime ny-
ni koeficient b, tJj. smérnicd pfimky w = & + bp , metodou postupnych mé-
feni; n = 4, k = 2.

m=%§ (23 + 22) - (21 + 20) = 1, -
Hodnotu koeficientu b (=1) jsme Yedy postupnou metodou odhadli lépe neZ
pivodnim zplsobem (= 0,3).27

5.6 Metods nejmengich Civercih

Pfedpoklddejme, Ze mdme n dvojic naméfenych hodnot (pi, wi}, z nichz Py
povaiujeme za presné a u LA uvazujeme ndhodné chyby méfeni, & Ze zndme teore-
ticky tvar zdvislosti w = f£(p). Chceme "co nejlépe™ urdit hodnoty nezndmych
koeficientl této funkce, resp. "co nejlépe" prolozit kFivku zndzornéndho typu
peam&¥enymi hodnotami.

21) Daldi pFiklad pouZiti metody postupnych méfeni najdete v [3] ; Be 54=55
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2a nejlepdi zpravidla pokldddme takové prolo¥eni, kdy goudet Styerecd
odehvlek proloZené kiiviky od naméfenych bodl je minimfini:

-

i (f(pi) - wi)2 = min. (102}
™

Vrdtime-1li se ke vztahu (36}, vidime, Ze se pak proloiend k¥ivka chovd obdobnd
jako aritmetvicky pramér. Tento postup proloZeni kIivky naméfenymi body je
tzv. metoda nejmendich &tverci.

Prokldddni funkce namérenymi body se nazyvd regrese. ProloZend funkce
Je regregni funkce a jej1 graf regresni k¥ivka.

UkdZome si pouziti metody nejmensich ctvercl na dvou jednoduchych p¥ipa~
dech linedrn{ regreani-funkces

(regresni primka prochdzi poddtkem)s

2. w=a +bp , afo (104}
(regresni primka neprochdzi poddtkem).

1. Hleddme takové hodnoty koeficientu b regresni funkce (103), pro né%
je minimdlni vyraz (102}, ktery oznadime S:

0 .
S = Z (bpi- Wi)a . (105)
=1 .
Vyraz S mi%eme povaZovat za funkci jedné promdnné S = S{b). Nadim tkolem
je najit takovy bod b*, v ndm# bude mit funkce S$ minimum., PFedem mii¥eme

odhadnout, Ze = vzhledem k tomu, Ze body hledané regresni  p¥imky se chova-
j{ Jako aritmeticky primér - bude funkce S mit jediny extrém. a to pravé mi-
nimum.

X tomu, aby funkce S m8la v néjakém bodé minimum, musi byt splndny dvé
podminky pro prvmni a drubou deriveci v tomto bodé:

-3«% = 0 (106)

2 .

42 >0 (107)
db

Pro vypolfet derivaci vztah $ podle (105) nejprve upravime:

n
S = > (b%p% - 2vp, Wy + wa) . (108)
=1 ‘
Vypo&teme a poastupné upravime prvou derivaci %% :

)4} n n I
ds 2 : 2 ) 2
T § I (2bpy" - 2pywy) = 2 E : (bpy - pywyd = 2b E :Pi“2§ Pi¥

=1 =1 i=1 i=1

Dosazenim do podminky (106) dostaneme linedrni rovnici pro nezndmou b:
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B n -
b z:; pi - 2:;.piwi = 0, . (109)

jejimZ kofenam je

p.w

}:k ps

Splndn{ druhé podminky (107) pro bod b™ je jednoduché ovéFit:

2 n
ds 5 2
g = 2 pT > 0
db =1 *

. (110)

Punkce S = S(b) md tedy jediny extrém, a to minimum, v bod& b*, Temto bod je
hledanym perametrem regreani funkce (103):

w = b%p (111)

Perametr b* byl urden z neméFenych bodl, které jsou zatiZeny chybami. Je
proto treba udat chybu i pro ndj. Jeou-1li hodnoty Wy zatiZeny jen ndhodnymi
chybami a prisludi-li jim stejnd smérodatnd odchylka 528)
pro ni plati vztah

, d4 se ukédzat, Ze

, n
2 _ 1 X 2
8 = o j;: (b P - wi) {112)
nebo, po upravd g vyuZitim vztahu (110)
B, 2
n 2L Pav
E =
82 = 'ﬁ—g—"T WE - ""']""—“""—'_ . (113)
izl an 2
£~ Py
1=

Smérodatnd odchylke parametru b* je pak ddna vyrazem:
9y, = 8 o . (114)
o 2
2, Py
i=1
2. Podobn& budeme postupovat pfi prokldddni regresni primky, ktera nepro-
chdzi poddtkem. V tomto pFipadd hleddme dva parametry a*, b™ regresni funkce
(104). Uloha je nyni sloZitdjéi, protoZe vyraz (102), ktery opdt oznadime S,
n

S = E: (8 + bpy~- w;

1=1
je vlastnd funkci dvou proménnych: S = 5(e, b). Pro lep3i predstava si vdimne-

)2 (115)

28)Jedné ge o amdrodatnou odchylku ne jednoho méreni, ale aritmetického primé-
ru; pro lepsi prehlednost je vynechdn index u 8,
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m2 ohxr. 20, na admf je znfzorndn graf t4to funkce. Jednd mse o ploohu v t¥i-
rozméxnds progtoruv. Ofekdvdme, opét vzhledem k tomu, Ze body této plochy se
chovaji obdobad jeko aritmeticky primér, Ze tato plocha bude mit jediny
extréw, & to minimum. Ha obr. 20 je to zndzorméno prihybem plochy S v jedi-
ném bodd (&%, v5).

[¥%3

Obr, 20. Hledéni minima plochy S = S(a.b)

Podminky pro existenci minime fuukce dvou promdnaych budou nyni vyjdd-
Feny pcomoci prvnich a druiych parcidlnich derivaeci.

Funkce 5 = S(a&, b) miZe nabyvat lokdlniho extrému jen v tekovém bods,
pro ktery plati:

%%" 0 (116a)
a
%% =0 . (116Db)

Aby v tomto bodd bylo ostré lokédlni minimum, musl druhé paroidini deri-
vace pro tento bed splnovat jeitd dvé daldi podminky:
9°s 3°S

2°s
bat e " a7 0 R

. 325 )
—~35 20 ) (117v)
oa :
Fro vypofet parciélnfich derivaci upravime vyrag (115) do tvaru
n S
S = iz; (a + bpy - wi)z = 5_. (a2 + 2abp, + bapi + 2bp,w; + 'i - 2awi).

im=1

Pro prval parcidlni derivace dostanema:

n n
= (2& + 2bp, ~ 2w,) = 2na + 2bZ‘. p---’QE w (118a)
im i i 1= i 1w 4

2

Lo

)
®

-7 =



n n n n :
23 2 2
5T ™ j‘.{i_‘;‘ (Eapi+ 2bpy + 2piwi) = 28 g py + 2 E Py + 2 ;‘piwi' {118b)

Hleddme takové hodnoty aX, v%, pro néd%Z jasou tyto prvéd parcidlni deriva-

ce nulové; relime tedy pro neznémé a, b soustavu dvou linedrnich rovnic

na + b E:pi - E:'i = 0 . (119a)

a2lp, + b 2Lpe + 2pyw, = O (119b).
Kofeny této soustavy jsou

o -~D ( 2p8 Lowy = 2upy 2upywy) (120)

Il‘b “'n ( ani i”ZpiEwi)’ (121)
kde jsme oznalili .
D= n}:p - (Zpi . (122)

Overovénl podminek (177a,b) nebudeme provddét, protoZe by to vyZadovalo
u (117b) deldi dikaz. Zlstaneme u ndzorné piedstavy, e funkce S = S5(a,b)
muai mit jediny extrém, & to minimum, protofe body nalezené regresni primky
maji vlastnosti aritmetického priméru.

Hodnoty a*, b* jsou tedy parametry linedrni regresni funkce (104):

w=a%+05p ., (123)

PFislui-1i vSem hodnotdm w, stejnd smérodatnd odchylka g, plati pro

ni vztah
n

2 1 b4 x 2
8" = =% g;; (a™ + b7p; - wi) .

(124)
Chybu semoz¥ejmé musime opdt udat 1 pro parametry regresni p¥imky. Pro jejich
emérodatné odchylky plati vztahy:

(125)

By = B Y%; , (126)
kde D je opét vyraz (122).

V probranych dvou pfipadech jsme provddéli linedrni regresi: hledall
jsme parametry linedrni regresni funkce, prokléddali Jsme regresni piimku na-
méfenymi body. Podobnd je moZné provddét regresi kvadratickou, hyperbolickou,
polynaomickou &pod; Neni-1li véak zdvislost w = £{p) linedrni, je pouziti meto-
dy nejmensioh &tvercl slozitéjsi.

Radu zévislosti lze vBak pFevést na linedrni bud vhodnou tipravou nebo
zavedenim novych proménnych. Nap¥.:

- pro w = Cekp, kde C a k jsou konstanty, dosteneme
Inw=1nC + k p,
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neboll
W= A+ k p,
kde jsme oznallll W = Iln wa A = 1n C;

- Pro w = Cpm, kde C a m jsou konstanty, dostaneme

In w=In ¢ + m.ln p,
neboll
W= A +mP,
kde jJe cpet W= 1n w, A = 1lnCa P = 1n p

--pro gin w = a + % , kde 8 a b jsou konstanty, dostaneme

W=a+ bP,
kde W = ginw & P = % )

P71 tdchto transformacich je viak potfeba postupovat ocpatrnd a uvddomit
8i nap¥, Z%e funkce In 2z je definovdma jen pro z 7 O apod.
Piiklad 20. ProloZeni primky nandfenymi body metodou nejmendich Stvercd
Vratme se k m¥feni popsanému v prikladu 16, pFi ném% se pomocei ply-
novéhc teploméru zjidtuje zdvislost tlaku plynu na teplotd p¥i konstent-
ninm objemu. PFedpoklddejme, %e Jsme nam&¥ili hodncty uvedené v ndsledu-

Jici tabulce 20,

Tabulka 20. Zéviglost tlaku plynu p na teploté t pri konstantnim objemu

"| Poradové dis- 1 2 3 4| s| 6| 71
lo méfeni
BE- 20| 30 | 40| 50| 60| 70| 80
p :
Eﬁa 101 [ 104 [109 [ 112 | 115 | 120 | 123

Teoreticky vztah p = p(t) md tvar
P=p, (1T +y(t =313

eymboly velifin zndme z p¥ikladu 16. Je to vlestné rovnice pFimky
_ pca+bt ,
kdea=p0(1— Yto) a bnpoy.
Checeme tyto parametry najii z naméfenych hodnot, neboli proloZit namére-
nymli body pFimku. )

V nafem piipadé odpovidd veliéind p ze vztahi (120) - (125) teplo-
ta 1, proménné !égglak p. Je vyhodné p¥edem provést cdstelné vypolty

) sea b

J (i L y T

29) yvdaime opét jen Ciselné hodnoty velidin.-
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E:ti 20 + 30 + eso + 80 = 350

2

E:t%
(L)

Lp,

i pi = 20 . 101 + 30 . 104 + aee T 80 . 123 = 40240

W

400 + 900 + ... + 6400 = 20300

122500

101 + 104 + see + 123 = 784

P>

Podle (122) urdime napred jedté D:
D=7 . 20300 - 122500 = 18600

Pomoci (120) a (121) mifeme uZ vypolitat parametry proklddané pirimky:

8* = gy (20300 . 784 - 350 . 40240) = 93,4

x 1

b =19500" (7 « 40240 ~ 350 = 784) = 0,371
Regresni primke md tedy tvar

p = 93,4 kPa + (0,371 kPa.K~ )t .
Porovnejte tento vysledek s vysledkem , ktery Jsme pfi interpolaci a
extrapolaci dostali v prikladu 16, Jasou odlidné?
P¥i zpracovdni téchto naméfenych hodnot by bylo potfeba uréit jedtd chy-
by wmé¥eni. Smérodatné odchylky bychom vypoditali pemoci vziahd (124),
(125) a (126). Pokud by chyba m8feni teploty nebyla zenedbatelnd, bylo

by nutné vzit ji také v Uvahu v celkovych chybdch mdfeni (apolu s chybou
m&Fidla pFi oded{itdni tlaku).

Priklad 21, Odpovdd k p¥ikladu 17_

Existuje nekonedny polet takovyech "rozumnych" fumkci, které prdévé
prochdzeji body 1, 2, 3. Na obr. 21 jeou uvedeny t#i z uich.

w §

0 1

65 1

By -

) 2 400 8o p

Obr, '21. Hleddni funkce prochdzejici tFfeml naméfenymi body

Neni tedy moZné jen na zdkladé zadanych hodnot urdit, kterd je sprév-
nd. Hodnoty uvedené v prikladu byly vypoléitédny ze vztshu w = sin p pro p
udané ve stupnich zaokrouhlenim na t#1i pletud mista; tomu codpovidd pro
p = 90’hodnota w = 1,00,
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5.7 Grafické zndzornéni fyzikdlni zdvislosti

Vysledky mdfeni fyzikdlni zdvislosti w = f(p) miZeme vyjéddrit nejen
- poetnd, ale také graficky. Grafické znfzornéni poskytuje ndzorngjsi pFed-
stavu o vysledku méfeni neZ matematicky vztah ziskany podetnim zpracovdnim.

Pro konstrukci grafu méme k gispozici n namé¥enych dvojic hodnot (pi;
wi). Ka%dé dvojici odpovidd v grafu bod v roviné pravoihlych souradnic p, w.
Téchto n bodi vyznaduje pribéh k¥ivky zndzornujici zdvislost w = f(p).

Body grafu ziskand méYenim neleZi presnd na této kiivce, ale jsou kolem
ni rozptylené na obd strany. Rozptyleni je tim vétdi, &im v@t81 je chyba mé-
Yeni,

Kdybychom k¥ivku grafu vedli namdfenymi body, byla by nepravidelnd a
necodpovidala by naméiend zdvislosti (obr. 22 - tedkovand cdra). Je potFeba
Ji proto proloZit tak, aby naméfené body byly kolem ni rozloZeny ¢o nejtés-
néji z obou stran, & pritom aby byla hladkd s plynuld. Druh zdvislosti vét—
Sinou zndme bud z teorie, nebo z poSetniho zpracovdni vysledkh méfeni, kiiv-
ku grafu proklddame v tom pPipadé tak, aby tomuto druhu zdvislosti odpovida-
la, Pred proloZenim miZeme zjistit parametry k¥ivky pocetnéd ~ napir. metodou
ne jmendich &tverci.

— e 0 e e P e W A ey e e i e e e e e A e et et S e i o e e e e e

Zkonstruujte graf zdvislogti tlaku plynu na teploté pri konstant-
nim objemir pro namé¥ené -hodnoty z prikladu 2C (tab. 20) = obr. 22.

E§; prologend pPimka

vessesss nesprdvné propo-

jeni bodd
1251

1207
115

no+T

'oTisz.?FJosbsE?bebgb%
Obr. 22. ProloZeni piimky naméfenymi body: Graf zdvislosti tlaku plynu
- na teplotd pii konstantnim objemu

7 teorie vime, Ze tato zdvislost mé analyticky tvar
P=p, (1 +y(t-1));
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v grafu je tedy zndzorména primkou. Je vidét, Ze kdybychom namétrend body
gpojili (tedkované Cdra), nedostali bychom odpovidajici tvar zdvislosti.
f Pro proloZeni primky byly vyuZity jejd parametry'ax a b* urdené

v prikladu 20 metodou nejmensich &tvercu.

Z obr. 22 v predchozim p¥ikladu je vidét, Ze graficky miZeme jednodu-
chym zplsobem provést extrapolaci a interpolaci. Pro libovolnou hodnotu veli-
é¢iny p z intervalu naemdtenych hodnot (p1, pn:> odedteme odpovidajici hodno-
tu proménné w 2z bodu leZiciho na k¥ivce grafu, Podobnd to miZeme uddlat pro
body p leZiel mimo interval namé¥enych bhodnot; musime ai vBak byt jisti, Ze

zdviglostr md stejny tvar 1 mimo tento interval,

Poletni extrapolace a interpolace jsou pfesngjsdi. Graficky zplsob je
rychlejsdi a jednodudSi. Chyba hodnot ziskanych p¥i grafické interpolaci a
extrapolaci je ddna chybou méfeni a chybou vznikajici p¥i odelitdni v grafu.
Pfi dobfe narysovaném grafu na milimetrovém papife miZeme chybu p¥i odedité-
ni odhadnout hodnotu jednohe dilku.

Z grafu na obrdzku 22 miZeme odedist, Ze napt,
p¥i teplot& t = 0 °C by tlak plynu byl p = 93,5 kPa,
p¥i teplot& t = 25 °C by tlak plynu byl p = 103 kPa,
p¥i teplotd t = 90 °C by tlak plynu byl p = 127 kPa,

t = 100 °C by tlak plynu byl p = 130,5 kPa.

1

pfri teploteé

Obrdcené miZeme z grafu zjistit, Ze plyn by mél napi.

tlak p = 100 kPa pii teplotd t = 17 %C a

tlak p = 121 kPa pifi teplotd t = 74 °C.
Chyby pii odediténi jsou asi 1 °C a 0,5 kPa; ty je potfeba piipoditat
jesté k celkovym chybdm Y & uﬁ urcenym z naméfenych hodnot uvedenych
v tabulce 20.

Aby byl graf jasny a ndzorny a nestal se pil odeditdni hodnot zdrojem
zbytedngfch chyb, je potieba pifi jeho konstrukci dodrZovat nékolik zdsad.

Graf rysujeme vZdy na milimetrovém papiiem30) Vyznadime ne ném pravo-
1hlé ogy, které popiseme symboly pPfisluBnych velidin a jednotek. Svislou osu
pouzijeme pro zdvislou velidinu, vodorovnou osu pro velidinu neiév@gle pro-
ménnou. Na obou osdch vyznadime stupnici pomoci bodd rozloéepjch ve stejné
vzddlencati od sebe a prifadime jim odpovidajici &igelné hodnoty wvellldin. Nu-
lové hodnoty nemusi odpovidat poddikim os. Stupnioce volime tak, aby graf vy-
uzival celou plochu papiru, ktery mdme k dilspozici,

30) Pripadné pouzivdme logaritmicky, semilogaritmicky apod. papirs nikdy ne
papir, ktery neni pro konstrukci grafl urden.
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K& kafdémn grafu prikldddme tabulku nam¥ienych hodnot, pomeoi niochZ
Jame graf konstruovali. Namdrené hodnoty proto zdwadnd do grafu nevypisu-
Jeme. Tiznadime je vyrazné Jjako body tak, eby je prolofsend ki¥ivka nepfekry-
la; pon¥ijeme nap¥, znadek +, A, o , O 3 ne pouhyeh tedek. Zakreslujeme-li
do jednoho grafu nékolik zdvislosti, poufijeme pro body krZdé z nich jinych
znadek,

KaméFenymi body prolofime hladkou k¥ivku, Je-li v grafu jen jedna k¥iv-
ke, vytdhneme ji plnou &arcu. Je=li v ném k¥ivek vice, cdlidime Jo tdm, &e
ndkteré vytdhneme S4rkovand, <erchovansd apod. - nebo je rozlidime alampoﬁ
pomocnymi gymboly {map¥. je cfislujeme).

Pokud tvar z4vislosti nezndme z teorie nebo z pFedchoziho poetniho
zpracovdni vysledkl mdieni, snaifme se ho odhadnout 2z poloky namdfenych bo-
dy & ki¥ivku proloifme tak, aby se k nim co najtdanéji pfingykale a sby kolem
nf byly rozlcieny rovncmdrné po obou strandch. Musime k tomu wmit doatateénj
podet bodd, alespon 10 = 15.

E¥ivku vytdhneme tak, aby naméiené body neprekryla a aby zlataly dobfe
viditelné. Je £ nich mofné usuzovat 'no pF¥esnost, » jekou byly mubfeny, a
Jak se tato presnost ménils v pribéhu méfeni. Graf nds také miXe upozornit
na hodnoty, které by mohly byt zatifemy hrubou chybou. K mnamdifenym bodim
mifeme vyznalit i jejich ohyby, nejlépe mezni celkové chyby., Zndeornime je
jako intervaly - ugedky, v jejich¥ stfedu leif namé¥ernd hodnota & jejichE
délka je rovnm dvojndsobka ochyby {viz pFiklad 24).

V zdhlav{ ka%¥dého grafu uvedeme jeho pofadovéd &islo a ndzev vystihuji-
¢f zndzernénou zdvislost.

Do grafu nevyznadujome Zddné pomocné &dry.

Graf ryasujeme zdsadnd ostrou tufkou, pomoci pravitka a k¥ivitks. Nako-
nec jej mi¥eme vytdhneut tudi. Nikdy nepouZivédme vice barev; graf musi byt
dostatedné ndzorny a srozumitelny i pri “Zernobilé reproduked.

Zékladni nedostetky pri konstrukel grafd jsou ukdzény v/pfikladu 25,

Pifklad 24. Vymadeni chyby méfen{ v grafu

Na obr. 23 je graf sdvislosti odporu R polovodi&ové &lody na prochd-
zejicim proudu I. Dioda byla zapojena v propustném smdru. Hd¥eni bylo
provedeno gopfimou metodou popsanou v p¥ikladu 4, v zapojen{ pedle sche-
matu na obr. 4(b}. .
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Obr. 23. Graf zdvislostl odporu selenové dlody na prochdzejioim proudu
v propustném sméru, s vyznadfenymi meznimi chybami mé&feni od-
poru

P¥iklad 25. Zdkladn{ nedostatky p¥i konstrukci grafd

=

Prohlédndte sl dob¥e ndsledujici t¥i grafy na obr. 24 (a), (b),

(c). Joou to grafy zdviglostli prihybu y ocelového trdmku, podepieného

na obou koncich, na hmotnostl M zdtéie zavéSend v jeho stfedu. (Toto

mifeni umoZnuje urdit modul pruZnostii v tahu materidlu, z ndho% je
trédmek vyroben.)31)

Nedoastatky uvedenych grafi:

{a) V grafu jsou jednotlivé body, sestrojend na zdkladé naméienych hod-
not, spojeny lomenou farou; znédzornéund zdvislost md byt proloZena
{jak to ukazuje Zdrkované vyznafend p¥imka)., Osay majl byt oznade-
WL!%—' .

mn' kg

(b) U znadek velidin na osdch nejsou uvedeny jednotky. Stupnice na
osfch ge oznaduji rowvnomérné rozloZenymi body, neuvdddji se na nich
body odpovidajic{ namé¥enym hodnotdm, jake je tomu v tomto grafu
na ose y. Pro jednotlivé body grafu se navyznaéujﬁ rovnobéiky 8 osa-
mi, Nen{ proloZfens k¥ivka {zde p¥imka) zdvialostli y = y(M) (pomooci
'E;avitka, v p¥ipadé nelinedrnich zévislost{ pomoci k¥ivitka).

BT)Podrobnj popls této metody je uveden napf. v [3] y Be 11=214
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Obr. 24. Chybné sestrojené grafy zdvislostl prihybu ocelového $rdmku
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{c) Stupnice na ose y je nevhodnd ro&%iena; ana%ime se, aby graf pokryl
pokud moZno celou plochu, kterou mdme k dispozici. ProloZend piimka
je neaprévné prodlouZensa za hranice intervalu, v némZ leii hmoinos-

L ti zdva#i uZitych p¥i méFeni (zdporné hmotnosti?; na druhé strané
81 nemiZeme byt Jjistl, Ze zdvialost je 1 pro M > 3 kg stdle linedr-
ni). Osy waji byt oznaéeny-%a, %E .

—— e S e v e i (s e ety Py s e i v e Dl - e e k) - o

Jeou-1li nam@*ené hodnoty zatiZeny malou chybou, neni nesnadné jiwi pro-
loZit k¥ivku zndzornujici danou zdvislost. Je-1l1 viak chybe velkd, je roz-
ptyl namdfenych bodd kolem hledané k¥lvky velky, a je proto nesnadrné k¥ivku
unistit.

V tom pfipadé hledéme nejpravddpodobtndjsi pribdh k¥ivky metodou grafic-
kého vyrovgdni.

Predpoklddejme, Ze studovand zdvislost Je linedrni,
w=4a+bp,

8 Ze naméiené dvojice hodnot {(py, wi)D i=1, seo, n jasou zatiZeny jen ndhod-
nymi ohybami. Z t¥ohto dvojlc z{skéme p¥imku, najdeme-1i alespon dva body,
které na ni lefi.

Vyneseme namd¥ené body do grafu a rozddlime je na dvé skupiny, které
bud obsahuji stejny podet boddl, mebo v nichi se pofet bodd 1181 o jeden.
Jeou-1i body zmdfeny se stejnou pfesnostii, majl pro urdeni pfimky stejny vy-
zmamy mifewe sl obrazné pYedsiavit, fe majl stejumou "tihu' a Ze "iSZiAtE"
ka%dé z vyddlenych skupin bude lefet na této primce. Tato t3%i8té tedy vyhle-
ddme, a tim dostaneme dva body pot¥ebné pro urdeni hledané pi¥imky. Postup
je patrny z ndsledujicihe p¥ikladu 26.

Piiklad 26, Grafické vyrowvndnl linedrni zéviglosii

Vlastnostli proudéni rediné kagaliny je moiné studovet nap¥. na
zdkladd m¥reni sdvislomti objemu q kapaliny proteklé voderovnou trubici
za jednotku 3asu na rozdilu tlakd & p na zaddtku & konol trublce. 2’

Ve fysikdlnim prektiku byly namfieny kodnoty uvedené v tabulce 21,
Na zdklad® teorie pFedpoklddéume, fe se jednd o zévislost linedrni (prou-
déni bylo lamindrni). Choeme zkonstruovat jeji graf. ProtoXe jsou pamé-
Yené body z&tiieh?nvolkou ohybou, a tudif znainé rosp¥¥leny kolem pFed-
} poklddané piimky, poukijeme pro jeji prolofeni metodu grafického vyrov-
néni. -

32) Podrobtmy pdpin_t‘to motedy ja uveden v [2] y Be Bﬁfr 35

T




Tabulka 21. Namdfené hodnoty pritolného objemu q kapaliny v zdvisloati
na rozdilu tlaki Ap

Poradové &ig-— ‘ ;
lo m¥Fent 1 234|567 8 g 10 1

al 99 | 188| 394448477 500(613| 665| 762, 788 | 900

—_— 0,5| 3,5 4,0{4,5/7,1/8,0/8,5[10,0[10,3[11,5 [12,7
ml.s

Namdfené body jsou v grafu na obr. 25 oznadeny symbolem "A"™ & po-
fadovyml &isly 1 aZ 11. Jsou rordéleny do dvou skupin = v prvé Jjsou za-
brnuty body 1 aZ 6, ve druhé 7 ai 11,
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Obr. 25. Grafické vyrowndni zdvislosti prito&ného objemm kﬂpalin& &

' rozdflu tlakd na zafdtku a na koncl trubice pifl lamindxnim
prouddni




Nejdfive hleddme t8£i%t8 prvé skupiny. Najdeme nap¥., t8zi8i8 T,
bodd 1 a 3 - lezi ve stfedu jejich smpojnice; pak t&zidté T, boddl 2 & 6
a t&iists T4 bodd 4 & 5. T&Ei&tS T, skupiny bodd 4,5 a 2,6 leZii ve stfe~
du dsedky T, T34 ka%dé z t824i8% - T, a Ty md totiZ stejnou tihu dvou bho-
all. T&%iBts T celé skupiny leZi na iselce T, T4« Bod T, md tihu dvou
bodd -~ 1 a 3, bod T4 tihu étyf boddl - 2, 6, 4 a 5. TéZigté T5 bude pro-
to uselku T, ‘I‘4 d8lit v pom&ru 2 : 4 = 1 : 2 a bude leZet bli%e t&Z8 imu
bod T4.

Podobnym postupem najdeme t&Zisté T9 drubé skupiny bodi. Na obr.25
Jsou nejprve skonstruovdny body Ig a T7 pro dvojice 8, 10 a 9, 11, pak
bod Tgq le¥ici ve gtfedu ugedky T T?‘ T&2i8t8 T9 le%i na spojnici td%i%~
té TB a naméfeného bodu 7, bliZe k TB' D& tuto spojnici v pomdru 1 1 43
naméfeny bod 7 md totiZ tihu jednoho bodu, t&Zistd Tg tihu 3ty¥ bodid.

Body T5 a Tg uréuji hledanou pFimku.

Véimméte si, Ze tato pfimke protind vodorovmou osu mimo poddtek
souiedné soustavy, prochézi bodem o aouradnicich p = 50 Pa, g = O mle.a
Do nsméfenych hodnot se promitd systiematickd chyba. Pokuste s¢ samostat-
né najit jeji moZné zdroje. Budete k %tomu potrebovat podrobndjsi infor-
macl o metodd méfeni a mdérném uspordddni, kterou najdete v literatute
uvaedend v pozndmce na poldtku tohoto pr¥ikladu.

1

6. Piiprava na méfeni a zprdve o provedensm mdfoni

6.1 Priprava na méfeni ve fyzikdlnim prakiiku

KaZdy védecky pokus je plénovitd, predem rommySlend a pripravend Einnoat.
Jeho priprava mé strdnku tecretiskou a teckuickou, Vysledkem technickd pFi-
prevy je névrh a realizace mdrné eparatury. Ve fyzikdlnim praktiku je teche
nickd p¥iprava do znaéné mi{ry redukovend a omeguje se na nékteré podrobnoesti,
rap¥. na volbu méiidel s ohledem na plénovanou presmost mdieni. Techmlekou
p¥ipravu tu nahrazuje to, Ze se posluchadi dostetednou debu pired mifenim se-
gndmi 8 ji%Z hotovym mé¥icim zafizenim k uloze, na kterou ge pFiprawuji.

Vysledkem teoretické pFipravy ne méfeni ve Pyzikdlnim prektiku je t2v.

ise fiprava pokusu. Je to v podetatd formuldd, do ndhof se pred & v prie
bdhu méfeni shromaiduji viechny Gdaje nezbyind pro vyhodnoceni vysledkd a vy~
pracovédni zprdvy o provedendm mdreni. PFi jeho gesiavovdni postupujeme gpra~

vidle takto:

- Sezndmime se s tim, co a pFipadnd jek wéme mé¥it a strudnd si tyto ddaje
vapifieme: ndzev, strudnd téorie z oznadeniw velilin a zapsdnim rownie,
popie metody a scheme mé¥fofhe sefiseni; zérover i zaznamendme odkary Nt
poufitou iiteraturu.

~ Rommyslime ml, které velidimy o v jekdw pofadl musime mdfit a pFipravime si
piipluiing tabulky. ‘
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= Provedeme pFedbdzny odhad pFesnostli mé¥eni z poZadované presnosti vysledkd
a z presnosti mé¥idel, kterd miZeme pouZit; odhadneme také, kolikrdt musi-
me méreni provést (viz ndesledujici odstavec 6.2).

~ P¥ipravime sl misto pro nezbytné mezivypoéty (nap¥. pro aritmeticky primér,
smérodatnou odchylku) & pro konedné vysledky; zéroven oznadime, které doda~
tedné informace a kem budeme zaznamendvat (nap¥. tlak vzduchu v mi{gtnosti
apod. ).

- Vyhleddme vysledky obdobnych méfeni provedenych jinymi autory (napf. v ta-
bulkdch, ulebnicich nebo ve zprdvdch o mé¥eni studentld, kteri dlohu mérili
drive), vypifeme je a zaznamendme odkazy na literaturu.

Dob¥e provedend piiprava zajistuje, %e p¥i mé¥eni nic dllezitého neopo-
meneme, ze nebudeme ztrdcet das dodatednym rozmySlenim, co a jak a &im zmdFit

v pribdhu pokusu. Podstatné se tim také zkrdii doba potrebnd k vypracovdni
zprdvy o méreni.

6.2 Pldnovdni pfesnosti_ mdfeni

Pred méfenim Je nutné predem uvdZit, s jakou prFesunoeti se bude mifeni
provdddt. S ohledem na pozadovanou presnost je pek teprve potfeba volit me-
tody mé&feni, druhy méiidel atd. a rozuocdnout, kolikrdt bude pot¥eba mdreni
provéat.

Zvl45té nezbytny je predbdiny odhad presnosti pri nepfimych mdrenich,
p¥i nichZ méfenou velidinu w urdujeme pomoci hodnot jinych velidin X, ¥, eeo:

W = f(x,y,o..)o (127)

Vratme se k odst. 4.7.3. Byly v ném ukézdny nékteré p¥ipady vaztahu (127),
p¥i nichZ se chyba jedné z velidin x, y, ... promitne do chyby veliliny w
& velkou "véhou". (Nap#¥. je-1i xz ve vztahu (118) v mocnind s exponentem b,
pfispivd chyba veliliny x k chybé velidiny w berdsobné.) Zvldsté v takovych
pripadech je pottfeba pfedem odhadnout, jekd presncat bude pro méFeni velidi-
ny x postadujici. ’

0dbad wiZe byt jen pribliZny. P¥ldme ho pomoci maximdlnich ohybi chyby
dil¥ich méfeni “velidin x, y, ... odhadujeme pomoci chyb mdridel, kterd chce—
me pou%it,. a pFipadnd uvéiime i podet mifeni, kterd bude potieba provést.
Rozmyslime 8i 1 dalsi mo¥né vlivy, které se mohou promitnout do pfesnosti m¥-
Penf.

 P¥i odhedu chyb mé¥eni je jednodudsi potitet e relativmimi chybami neZ
8 ohybami absolutnimi.
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Pi‘klad 27, Predb¥#ny odhad piesnosti méieni viskozity vy tokovym

Viskozitu 7 je modné mﬁfit33) na zékladd Poiseulllovy rownice

n = EERhRLE,
kde » je polomdr kapildry, }1{% protékd kapalina, jejiZ viskozltu mé¥ime,
r je wvaitini polomér kapildry, 1 je jejl délka, A p je rozdil tlakl na
zaddtku a na kornoi kapildry, V je objaﬁ kapaliny protekld keplldrou -
za Zas t,
Pfetlak Ap se realizuje jednoduchym za¥izenim prostFednictvin
hydrostatického tlsku sloupoe kapaliny o vydce hi

ap = Q8 h,

kde g je tihové zrychlenf a ¢ je hustota kapaliny.
Vysledny vztab pro méfen{ je tedy

n“%r“%ght. .

%x,Q, & & 8 Jsou konstanty; hodnoty @ & g vyhleddme v tabulkdeh a
vezmeme je s takovym podtem platnych mist, aby nep¥ispdly k chybd méFeni.
¥é¥it budeme veliliny r, h, t, V, 1.

Odhadneme maximdini chybu veliéiny 7 pomooi vztahu (85)

am = Ar + |—'-'t iah + IM +|—2—%| av +[-ZI&|A1,

a uréime relativnl chybu., Dostaneme pro ni jednoduchy vztah

- ..L Ab , 8%,
% (4 +T+ -%! ).100%

Chceme-11, aby ohyba veliéiny neproaéhla 2 - 3%, bude potfeba,
aby #ddny ze a¥itancl k nf nepiispdl vice neZ asi 0,5 %. Z toho Je vi-
d8t, Ze velké ndroky na presnost budou muset bFt splnény p¥i md¥en{ po-
lomdru r; jeho relativnf chyba by nemdla preséhnout 0 ~ 0,1 %. Chy-
ba poufitého mdFidla bude muset byt dosti mald: ar =8 0,1 % . F = 0,001F.
Polomdr kepildry bude m{t hodnotu z¥ejm& do 1 mm; chyba mé¥idla proto
bude muset bt asi Ar = 0,001 . 1 m = 0,001 mm. Pro méfeni poloméru
kapildry je proto pot¥eba poniit napf. mikroskopu s okuldrnim mikromet—
rem. Pgodobnd bychom provedli predbdEny odhad presnosti pro dalsd{ velili~-
ny.

6.3 Zpréve o provedeném mSien{

U% v dvodu jsme se smminili o tom, Ze pro vddu Je charakteriatické zvefej-

novén{ informaci o axperimentech-viech nezbytaych ddajl o teoretiockych pred-
pokladech, praktickém provedeni, zplsobu vyhodnoceni a vysledcich. UmoZnuje
se tak jejich kritika & provireni.

m‘ﬂ.z priklad 25



Informace o experimentu Je moZné podat riznou formou, v rdzném rozsahu
e na rdzném ztupnl podrobnosti, Afkoliv se napr. ¥ldnek v asopise, odbornd
monografie, ulebnice, predrdfka, vyrkummd zprédve, diplomovd prdee &1 referdt
z Pyxikédlniho praktike z tdchto hledisek 1i#f, musi vdechny obsahovat ndkte-

ré zékladn{ nezbytné vdaje, podand vieobecnd srozumitelnym zplsobem.
Je nutné, aby v nich vZdy bylo uvedeno:

- kde a k 6rils

= co m§fil & prod - na zdklsdd jakych dvah vyplynula potieba provést pokus,
resp., 8 jakym cilem bylo md¥eni prevdddno;

- Jekou matodou - jaké jsou zdkladn{ teoretické predstavy a vzishy, jaky je
princip ufité metody;

- Jdekymd pr¥igtroll - v jakém uspoFdddnf{ a zapojeni, jaké typy p¥istroji byly
poufity, jakou m¥ly p¥esnost, jaké piipadnd bylo jejich schema, jaky vy~

. roboes

- 5 Jakymi vzorky (zkoumanymi objekty) - z jakého materidlu byly zhotoveny,
jakdé mély rommdry, vezhled, jakym zplsobem byly p¥ipraveny apod.;

- p¥i Jjakyoh daldich podminkédch - jakd byla teplota a tlak vzduchu v labora-
tofl a vieohny daldi okolnosti, kterd by mohly byt zévaZnd;

- 6§ Jjeo fené hodnoty - zpravidla ve formd tabulky. KaZdd tabulke mé

mlt pofadové &islo, ndzev vhodnd charakterizujici jell obasah a zdhlavi,

kterd obsahuje jekx d¥ive zavedend aymboly velidin, tek jejich jednotky;

3 _ 7 DA n . dny - Jjakou metodou, s jakymi
ohybami (resp. k Jaké pravdépodobnosti vyakytu gkutedné hodnoty se chyby
vztahuji), pfipadnd na zdklaedd Jakych matematickych vztahiy

- é Jlgou visle - zapibl se ve formd:
t - .
oma¥en{ veli¥iny = (Srgtlevicky 1 chyba) Jjednotkaj

tento zdpis se graficky zvyrasni. Zji4tdné zdvislosti se udajf tabulkou,
piipadnd zjidténym analytickym vitehem & gratem.

= Jek _je moZpé visledky hodpnotit - odhadne ae sprdvnost visledkl na zékladé
Jejich srovnédni & vyasledky jloy¥eh autord, hledd se vysvétleni zdvaiZngjdich
odchylek jak mesi t&mito vysledky, tak mexi jednotlivymi namdFenymi hodno-
tami, zhodnot{ mse vysledky provedeného mé¥enl{ z hledisks teoretioky odeld-
vanyoh hodnot & piesnost mdfeni z hlediske odekdvané prasnosti, navrhnou
e Upravy pokusu - nap¥. metody m¥fen{, mdrici aparatury apod., formuluje
zo vysledny zévér plynouci z mdfeni;

- Jakg litersturs byla pouZite - a to jak p¥i pfipravé na mdfeni, tak pii
sroevndvéini vysledkd s vysledky Jin¥ch autord. Odkazy na pouZitou literatu-
ru mus{ obsabovat whechny tdaje potiebnd k tomu, aby kdokoiiv mohl bez ob-
t1%f{ prdol vyhledat a najit v n{ ten 1idaj, na ktery se autor zprdvy o mdfe-
ni ofvoldvd. Zplsob citovdni literatury je vidét nap¥. ve vzorovém referd-
tu v pikIadu 29.

§ilem vypracovéni referdtu z praktika je mj. naudit me vypracovat zpré-

vi o provedendém méreni, kterd by mohla byt publikovdna. Referdt proto musi

spliovat véechny pofadavky popsané v tomto odstavei, & krom¥ toho musi mit

- 91 -



i dobrou grafickou Upravu, M8l by tvorit souvial¥, dobie srozumitelny fext,
gtrudny s pritom obsahujici viechny nezbytnd ﬂd& e.

Ukézku nevyhovu)iciho i dobfe zmpracovaného referdtu najdete v pfﬁkla—
dech 28 a 29 na konel tohoto ocdstavce.

a)
b}
c)
d)
a)
1)

g)
h)

a)

b)
c)

d)
e)

1)

g)
h)

1)

SHRNU?Y III

1. Osnovg pisemné pgipra!z‘gg méFeni ve fyzikdlnim praktiku

(Body b), ¢), 4) a e) Je moZné piipravit uZ v takové formd, aby se
daly pouiit Jako smouddat referdtu.)

2. Osnovys referdtu

. 48t odkazy ns poufitou literaturu.

Datum méfeni, Jméno posluchale, ndzev iilohy.

Pracowvni ukoly.

Teoretickd zdklady, zavedeni symbold veli&in.

Popis metody méreni,

Druhy pFistrojd a jejich sestava (schéma zapojen{ &i obrédzek);
poufit{ m¥¥idla a jejich presnost.

Odhad hodnot mé¥enych velidin (pomoci tabulek aj. publikaci,
ze rkudenosti apod. ).

Odhad prasnosti “mérent.

Plén poatupu mdifen{ (co je potFebs =zm&fit, v Jakém poradi; pri-
pravend tabulky pro zépis vysledkid).

Datum mdfenf{, Jméno posluchale, oznadeni praktika, ndzev a
E{mslo Glohy, studijni smdr a &islo studijni skupiny, ro&nik.
Pracovni ikoly.

Teoretickd zdéklady, ‘savedent symbeldl veliling prﬁbéﬁni uvé-

Popls metody méfeni; odkazy na poufitou literaturu.

Poufité piistroje & Jejich mestave (obrdzek, schéma), poufitd

mdridla a jJejich pfalnolt; odkazy na poufitov literaturu.

Podminky pokusun - teplota mistnosti, tlak vrduchu, pFipadné

vlbhkost & jiné okolmosti, které mohly méien{ ovliwnit.

Nam#iené hodnoty (v tadbulkéch). ,

Popis gpiisobu spracovén{ det (metoda zpracovdni, typ chyby,

piipadnd zvelend hodnota pravdépodobnosti, statistiocké vata~

hy). .

Vyoledky Jiselnd: w = w i g » zaokrouhleni, jednotka, p¥ipadnd

uvést relativni chybu. (Z referdtu musi byt riejmé, jak se k vy-

sledku na sékladd nam¥Fenjoh dat do¥lo - tj. nap#. jaké hodnety

byly dosazovdny do statistickyoh vzorel nebo do vzorel pouiiva-

nfoh p¥i vyhodnooevdni séviglosti. PFL vypo¥tu stiedn{ hodmoty -
a chyby dodriovat viochly podstatné kroky, tak jak Jsou uved&-

ny ve SHRNUTL eIl




J) Vysledky - graficky.
k) Diskuse vysledki:
1., Odhad sprdvnosti (odhad systematické chyby; srovndni
s tabelovanymi aj. publikovanym! hodnotemi); spaZit
ge o nalezeni zdroje systematické chyby. Odkazy na
pouZitou literaturu.
2. Hodnoceni presnosti (vzhledem k pldnované presnosti

apod.).
3, Jiné okolnosti souvisejiecl & mdfenim, ndvrhy na Upra-
vy méreni &i zphsobu zpracovdni apod.
1) Z4vér. - '
m) Seznam pouZité literatury.

A e S sl e i £

Tento referdt byl odevzddn ve fyzikdlnim prektiku I na MFF UK v Pra-
ze dne 20.3.1984, Uvodn! strdnka referdtu obsahujici ¢4st ddaji z bo-
du a) osnovy (viz pFedchozi shrnuti) je zde vynechdna. Za referdtem je
uvaden vydet nedostatkl; pokuste se je ale pfedem najit sami.

Ulohs &. 13

MéFen{ m&rné tepelné kapacity kapalin a plyni
Pracovnl tkoly: 1) Urdete tepelnou kapmoitu K elektrického kalorimetru.
2) Zmé¥te stiedni hodnotu & mdrné tepelné kapacity ka~
paliny elekirickym kalorimetrem pro prialu%ny teplot—

ni interval.
3) Zmérte Poimsonovu konatantu vzdughu metodoﬁ*ﬂlement—
~-Degormescvou.
Teorie:s
Kn =1, =% » SRR, S ) T ®
2 1 2" Y m

-~ tepelnd konstantea kalorimetru.
- intenzita elektrického proudu
el. nap&ti

~ &as prichodu proudu odporem

= hmotnost kapaliny v kalorimetru
o~ ¥ - teplotni rosdil

- mérnd teplo

‘H A o H X
'

Q ot

hy log (bt+hy) = log b
fadalh v o %= Yog (b+h,7 - Tog (b+L,)
% - Polssonova konstanta

hy - vyBka vodniho sloupce pfed adiabatickym d&jem
h2 - ptetlak po sdiabatickém d&Ji a tepelném vyrovndni.
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Naméfend hodnoty:
’

t (%) 7 (s) + (%) 7 (8)
40 0 | 30 0
45 167 32 28
50 364 ; 34 45
55 585 36 75
60 837 38 115
65 1127 40 168
42 227
44 293
Uw9V 26 355
I=44 48 427
Vi,0 = 390 ml 50 502
K = 158 ¥ 49 Jx~! 52 . 572
U= 9V
I =4 4
V = 400 ml .
e m 20,3 kikg K]

2)

120 123 115 122 128 111 121

h,
n, | 27 30 23 28 30 21 28
% | 1,29 1,32 1,25 1,30 1,31 1,23 1,30

® = 1,195 ¥ 0,00542

Zdvér:

V méfen{ na kalorimetru byla asi chyba vznikld nedostatednym mmofatvim
kapaliny v kalorimetru, & prote byl teplomér oh¥ivén nikeliv vodou,
nybrz parami, které jsou samozfe]md teplejBi. PFeste se ml viak podafl-
lo spolitat mérnéd teplo glicerolu podobnd jako nalegneme v tabulkdch,
Poigsonova konstanta md takd mend{ hodnotu nefli Je tabelovand hodnota.
Zde mi nékde v m&¥icim pristroji unikal vzduch, ale pro nedsatatek Ja-
su se mi nepodatile tuto zdvadu najit a odstranit. -

Nedostatky uvedeného referdtus

1. Teoreticky uvod je neiuplny; jsou uvedeny jen zdkladni vatahy bez vy-
svétleni, pro jaky jev a 2a jakych podminek jsou v platnosti. Ve
vztahu pro tepelnou kapacitu K je chyba (v Sitateli mé byt IU - o..).
Vznlkla patrnd z nepozornostl, protoZe v ndeledujicim odvozeném vzta-
hu se u? neobjevuje.

Ve vysvdtleni znalky K Je pouZit nesprdvay termin "tepelnd konstanta
kalorimetru” - mé b¥t "tepelnd kapacita kalorimetru®. Megprdvné je




vysvitlens 1 znadka I - mi{sto "intenzita elektrického proudu™ md byt
"elsktricky proud". Nesprédvny Je i termin "m&rné teplo" - md bFt
"m&rnd tepelnd kapacita”.

2, Neni popsdna metoda méFfeni, Neni uvedeno, jaké piistroje byly pouZi-
védny, v Jjekém uspordddni a zapojeni.

3. Nejsou uvedeny dalsi podminky, za nich¥ bylo mé¥eni provddéno.

4. Chybi vhodné nédzvy tabulek -~ tabulky nejsou ani odislovdny. V posled-
ni z nich nejsou v zéhlavi u znadek velifin uvedeny jejich jednotky.
Sprévné oznadeni velidin a jednotek v zdhlavi tabulek: napi. %— )
El C
mm

5. Neni popsédn zplaob, jak byly vysledky méfeni zpracovény - tj. jak by-

ly urdeny stfedni hodnoty méfenych wvelidin a chyby méfeni. Neni uvede-

no dokonce ani to, ¢ jaky druh chyb se jednd. Co bylo dosazovédno za
T, %4, t2 a m pfi vypodtu K a ¢ a kterého ze dvou uvedenych vztahi

bylo pouZito pro vypolet?

6. Prvy z vysledkd by mél byt zapsdn se zévorkami: K = (158 I 49) J.K_1.
Ve druhém vyslediu chybi u stfedni hodnoty prvé desetinné misto a
zdvorky: nap¥. ¢ = (2,1 £ 0,3) kJ.kg"1.K-1o Tento vysledek je kromé
toho vzhledem k naméPenya hoductém ve druhéd tabulce numericky nesprév-
né vypoditdn. Numericky sprédvné vypoltend hodnota c se znadné 1i&i od
tabelované; nemdtfené hodneity v druhé tabulce jsou v intervalu teplot
30 - 36 °C zatiZeny hrubou chybou. ,

Numericky neaprdvnd je vypolitdn i posledni vysledek: jak stfedni hod
nota, tak chyba mé&feni. Hodnota chyby neodpovidd #4dnému druhu obvyk-
le uvédénych chyb. Tento vysledek je také negprdvné zaokrouhleny.
Sprdvny vysledek mi byt: o = 1,29 I 0,07; aritmeticky primér je vy-
poditdn z hodnot v poslednim F4dku tabulky & je uvedena mezni celkovd
chyba.

T« V zdvéru je prvni véta fyzikdlnd nesprdvnd. P¥i srovnéni namé¥enych
hodnot s tabelovanyml hodnotami neatadi napsat, Ze jgsouw si "podobné':
jsou bud shodné v mezich danych chybou mébeni, nebo shodné nejsou.

Ve druhém piipadd pak hleddme didvody rozdilu - systematické chyby.

8. Nejsou uvedeny odkazy na pouZfitou literaturu.

9. Glycerol, glycerin!

Piiklad 29. Ukdzke referdtu z fyzikélnfno praktike hoduogenshio audukau
Zvyborné?

Tento referdt byl odevzddn ve fyzikdlnim prektiku I na MFF UK v Pra-
ze dne 20.4.1984
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Oddéléni fyzikdlnich praktik pfi katedfe fyziky polymeri MFF UK

PRAKTIKUM | - MECHANIKA A MOLEKULOVA FYZIKA

Uloha & .d....o.
NAzeV: ........ Morent VISKOZITY e |
H-F 10 20.4.198
Pracoval: ....o...... N e stud. skup. .... 4 .......................... pof. & o, dne2lz4 - 4
1
Posuzoval: ... N e dne ... ggm? ..... {? ...... vyslodek klasifikace ...
Pripominky:

FPracovni ikol:

1. Zmérte dynamickou viskozitu vody p¥i pokojové teplotd metodou vytoku
kapaliny kapildrou z Mariotteovy léhve.

2. Urdete teplotni zdvialost kinggické vigkozity vody v oboru teplot od
20 °C do 60 °C metodou Ubbelohdeova viskozimetru,

Teoretické zdklady md¥end:

V redlné kapalind existuji smykovd napéti. Jejich velikost pro
Jednotkovou vzédjemnou rychlost po sobd se posouvajicich vrstev kapaliny
Je charakteristickou vlastnostni kepaliny. Pro vyjédreni této vlastnosti
se zavddi dynamickd viskozita  vztahem ( [1] , s. 144)

73 (1)
dy
kde T je amykové napéti plasobici na plochu a dy je zména (gradient) rych-
losti podél osy y v mfatd plochy. Jednotkou dynamické viskozity v sousta=
v 51 je N.s.m 2, _
K vyjddfeni viskoznich viastnosti-kepelin se zavddi kromd dynamické

viskozity  kinematickd viskozita v vztahem ( [1] , 8. 144),

V= & (2}
¢

kde ¢ je hustota dané kapaliny. Jednotkou kinematické viskozity v sousta-
v& SI je el
PTi mé¥eni vyjdeme v Poiseuillovy rovmice ( [1] , s. 145)
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V=%§‘P’ (3)
kde V je objem kapaliny, kterd protele pfi lamindrnim proudéni trubici
délky 1 a polomeru r za dobu } p¥l tlakovém rozdilu p mezi konei tru-
bice. ‘
Z rovnice (3) plyne pro dynamickou viskozitu % vziah

4
m o IR (4)

Je moZné ho v8ak pouZit pouze v p¥ipadd, je-li proudéni lemindrni, tj.
je-1i pro Reynoldsovo &islo R, splnéne podminka ( [1] , s. 145)

2 rov '
R, = n { 2000 . (5)

Pro v&t81 rychlostli, pro které podminka (5) neplati, je tfeba do
vztahu (4) zavést Hegenovu opravu ( [1] , S« 146). Pak platdi

4
m e BERE gl ®)

kde n je &iselny koeficlent, zpravidla blizky hodnoté 1,1,

Maetody méfeni:

1. X méFen! dynamické viskozity uZijeme Marriotteovy ldnve { [1] , s.
146) - obr. 1. Kapildrou délky 1 o poloméru r se z ni nechd po dobu %
vytékat voda. Voda vytékd pod stdlym pfetlakem p = Qg h.

.
-

Obr. 1. Marriotteova léhev
{Podle [1] , s. 146)

kapildra

Vztah {4) pro vypolet dynamické viskozity bude mit proto ivar

ne THREEC &

Mérime dobu %, za kterou protefe voda o objemu V, vyskovou odlehlost
h a parametry kapildry r a 1. Za @ a g dosadime tabelované hodnoty.

2. Ubbelohé&v viskozimetr ¢ [2] , &. 38) = obr. 2. - je vhodny pro pomér—
né méfeni kinematické viskozity. PFetlak p ze vztahu (4) v ném neni
pri protékdni kapaliny konstantni. JestliZe v3ak zndme dobu pritoku
t, kapaliny o zndmé kinematickd viskozité ¥, dostaneme pro neznd-
mou kinematickou viskozitu v vztah ( [1] , s. 147)
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stad¢i pak méfit dobu pritoku t kapaliny a nezndmou viskozitou,
S opravou pro ustélené proudéni p¥ejde rovnice (8) do tvaru ( (2],
Be 39) .
v= A t ~ "I%| (9)
kde A =~;%9. Konstanty A a B byvaji uddny ve zkudebnim listu viskozimetru.
o]
2 3 4

E
1¢ pln.ici tI’UbiCe
2. trubice
A 3. zavzdudnovaci trubice
a. A, B, C, D babky
Bb K kapildra
a, b rysky
K
c D

Obr. 2. Ubbelohdelv viskozimetr. Podle [2] , 5. 38

Kapildrou K nechdvdme protékat vidy stejny objem vody vymezeny rys—
kemi a, b (obr. 2). PFed mérenim vodu nasajeme do bandk A a B pigtem;
trubice 3 je p¥itom uzaviena. Po uvolnédni obou trubic 2 a 3 zadne voda
volng stékat kapildrou K. Stopkami m&¥ime &as %, za ktery klesne voda od
rysky & k rysce Db.

Mé¥eni provddime pro rizné teploty ¥ . Teplotu udrZujeme pomoci ter-
mostatovaci 14zné, do ni? je cely viskozimetr pono¥en; T je teplota této
ldzné.

Naméiené hodnoty a jejich zpracovdni:
Podminky v laboratofi:

teplota vzduchu: 20,5 0
tlak: 99,8 kPa
vlhkost: 54 %

1. Dynemické viskozita vody m&iend pomoci Marriotteovy léhve

V tabulce 1 jsou uvedeny nam&fené hodnoty asu t pro stejny objem
vody V = 50.10"6 o & vypoftené hodnoty 7 . Pro vypolet byl pouzit
vztah {(7); Hagenovu opravu nebylo t¥ebs zavdd&t, protoze byls splndna
podminka (5): R, R 100,
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dos byl méfen digitélnfed wgpkemi, u nichi je me¥né dosdhnout
presnoati 0,01 s, Vshledem k reek¥h{ dob¥ viak uvsiujm chybu
At = 0,1 8.

Dalsd{ zmdfené veliliny a jejich chyby:
Objem ¥, md¥eny odmiraym vilcem, &V = 107

Ve (502+1). 1070 2,
VyBkovéd odlehloat h, mirend katetometrem s domefitelnou p¥Fesnoatl
10™4 m; pro otfeay pedlahy v laboratofi a nesnadnd rozezndnl vyiky
nladiny v léhvi odhadujeme ah = 5 . 107 % ms

h= (5,3 % 0,05) . 1072 m.

Délka kepiléry, m¥fend posuvnym méi{tkem, a1l = 1074 ms

1= (12,883 0,01), 1072 m,

Primér kepildry byl uveden u dlohy, 2r = (1,23 % 0,03) , 16™> n
Z tabulek ( [3] , 8. 33 a 22) jsme p¥evealil hodroty hustoty vody
Q = 998,2 kgm"j - pro vodu o teplotd 20 °C (kterou jsme zm¥¥ill na

poddtku pokusu), a tihového zrychleri g » 9,807 kg.mfz.

3:

Tabulka 1: Doba t vytoku vody ¢ kapildry v Marriotteovd ldhvi a hod-
noty viskozitys V = 50.10"

1

Poradovéd &ig-

lo méfeni 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-f.'f. 228,4227,5|224,0 234,2|223,3]228,3(|226,3| 230,3|212,1
% —s— | 1,046(1,042/1,026 1,072 1,022 1,045|1,036| 1,055 0,971

Negem a10

Pofadavé-éis—

lo méfens 0| M 12
-; 208,4 215,8|210,1

Tk | 0,954|0,988|0,962

Negem 10

M

— z: { - —
Aritmeticky primdr 7 = _1.12_”1; = 1,018.107° FN.gom 2

Smérodatnd odchylka jednoho m&Fend

1

12

Y 2
= (g
8 = ™ =

0,039.107° N.s.m °.

Hrubé chyby se v souboru hodnot 7, npevyskytujl (podle 3g=-kritéria).

Smérodatnd odchylka aritmetického priméru 8§ = —— = 0,011,107 3Negem 2.
12
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Celkovd mesni ohyﬁa A _
ag = Y0652 ¢ (E% arf s G2 an? « (2% an? +
v (3% a1)? + (33)%(aN? = 0,04.107 Kesuu2,

Vysledek m&fqnisdynagické viskozity vody pomool Marriotteovy lédhve

n = (1,02 0,04) . 1072 Kosuw™® ; relativnl ohyba 4 %.

Zévislost kinematiocké viskozity vody na teplotd, méiend pomoci
Ubbelohdeova viskozimetru

V tabuloe 2 jsou uvedeny namd¥ené hodnoty doby 3 pritoku dandho
objemu vody kepilérou. - A ‘

Cos t jame m&F11i stejnymi stopkami jako v pFedchozim p#fpads,
opét uvaiujeme chybu at = 0,1 a.

Peplotu v termostatovacy lézné‘jsme mé¥111 rtutovym teplomdrem
s pfesnosti av = 0,5 °C.

Vypolet kinematické viskozity jeme provedli podle vztahu (9).

Hodnotu konstanty A jsme pfevzall ze zkudebniho listu viskozi-
metru: A = 2,998.10’9 me,8 2.

Ddle zde byla uddna hodnote kinemstické vlakozity
vy = 1,007.10'6 mz.a'1 kapaliny, jejiZ pritok wviskozimetrem trval
dobu ty = 338,35 &. Z técggo gdajﬁ a ze vztahu (9) jome urdili hodno-
tu konsatanty B = 2,495.10 " m~.

Tabulke 2. Doba t vytoku vody kapildrou v Ubbelohdeové vlgkozlimetru
& zdvigslost kinematické viskozity  vody na teplotd

Poradové Eig- (
1o mafend 1 2 3 4 5 W 8 9 f

X 20,0 125,0 30,0 45,0J50,0 55,0 (60,0

T—:‘r"—:‘g 0,992]0,907 0,810]0,732 0,672
w1 J |

ﬁ 331,01302,41270,0 205,1(189,5 175,6 163,6J

0,615{0,568 0,526{ 0,491

Chyba méteni urdend jen z pFfesnosti stopek pomooi vztahu
7v

je Tovna ug = 0,0003.107

u; =
6 22,577, tj. 0,03 % pro =20 °C @

, 0,05 % pro T = 60 °C.

Tato chyba vBak neodpovidd skutedné pFaesnostl m&feni. Zdrojem chyb je

z¥ejm& i viskozimetr, ale v jeho zkuBebnim listu neni Zddny dda]
\

- o presnosti uveden a chybu proto neni moZné na zékladd provedenych
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m3ten{ odhadnout. Je pravddpodebné, %e bude = 1'%, jak me uvdd{
v [1] , &. 147 pro podobny, tzv.Ostwalidv viskozimetr.

Zévisloat v=v (T) je vynesena do grafu 1. ¥a zdklad¥ vypodiu
difersnci hodnet v( [1] , 3. 56-59) Jjeme zjistili, ¥e této zdvislos-
t1i odpovidd polynom stupné 5.

Diskuse:

Dynamickd viskozlta zmdfend pomoci Marriotteovy ldhvej.:

n = {1,02 $o,04) . 1073 H.a.mfz, se v mezioh ohyby nelli#i od tabe-
lovené hodnoty % = 1,002,1077 N.g.m™? p¥i 20 %¢ ( [1] , 8.145).
‘ Z tabulky 1 je viddt systematicky pokles hodnot 7 v druhé polovi-
né méFenf., Mohlo k tomn dojit z toho divodu, #e v lsborato¥i v pribdhu
méreni klesala teplota, a mohla proto klesnmout 1 teplote vody v Marriot-
teovd ldhvi. Tuto skutednoat Jsme viSak neovérill; teplotu vody jame mé-
¥ili Jjen na zaddtku. Bylo by proto vhodné kontrolovat teplotu vody i
v prib&hu mifeni. ‘

Pokles hodnot 7 viak nepfesdhl meze dané chybou méfeni.

Calkovou chybu méfeni 7 nejvice ovlivnila chyba, s jakou byl urdo-
vén objem - 2 %. Zde by bylo vhodné pouZit presndjsdi metody. Ostatni ve-
liéiny byly urdeny & postadujici presnosti; chyba méYeni{ &asu byla tak
meld, Ze gse do celkové chyby 7 nepromitla. Zminénd zdvislost kinematické
viskozity vody na teplotd v rozmezi teplot 20 - 60 % J8 uvedena v tab.2
& v grafu 1, Lze ji aproximovat polynomem stupné n = 5, V grafu 1 a
v tabulce 3 jsou také zachyceny tabelované hodnoty kinematické viskozl-
ty pro n&které teploty vypoltené z uvedenych tabelovanych hodnot hustoty
vody 08 dynamické viskozity vody % ( [3], s. 33 a 43).

Tabulka 3. Kinematickd viskozita vedy vypodtend z tabelovaniych hodnot
hustoty & dynamické vigkozity a odchylky nemé¥enyoh hodnot

. 20 25 30 40 50 60

L | 1,002 0,891 |0,798 | 0,654 | 0,548 | 0,467

9
e 998,2 1997,0 [995,7 | 992,2 |988,0 |983,2
kg.m

31 - 1,003 | 0,894 |0,801 | 0,659 | 0,555 | 0,475

m-.8 .10

AV
Bt -0,011 | 0,013 |0,009 | 0,013 | 0,013 | 0,016
m“.a .10

AV je rozdil mezl naméfenou a vypoltenou hodnotou kinematické viskozity

vody, ¥ yemEd. Vvyp.®
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L grafa 5. 1 a £ tabulky 3 Jé viddt, ¥e - s vyjinkou prvé hodroty
miiené pFi pokojové teplotd - Jsow nemdiend hodmoty kinemsiioké viskozi-
ty aystewmeiloky vyﬁil nes hodnoty vypostend yedle tabulsk. Tente rozdil
Je y megich 1 % ~ 3 %, tie premahuja predpcklédanou shybu Ubhelchdsova
viskozimetru. Vysvétludam@ 81 to tim, o mdfeny vzorek vody ve viskozi~
metru nedosshoval jeSté pii m¥veni 16 teploty, jakou mdla sermostatove-
¢l ldzen, v nif byl viskoszimetr ponofen. (M¥Ffend teplota ¢ je prdwd teplo-
te té%o ldznd.) Byle by proto poifeba nechat pred keXdym miFfenim delld
das pa vyrowvnénl teploty mé¥eného vzorku a l4znd.

Zéydr: Poiadovand pracovni dkoly jsme splnilis:
1. ZudFi1l-jeme dynemickou viskozitu vody pFi teplotd 20 °C metodow
" v¥ytoku kapaliny kaplldrou z Hosrriostteovy léhve.

2, Urdilli jsme “teplotni zdvialest kinematlckéd viskozity vody v cboru
teplot od 20 % do 60 °C metodou Ubbelohdsowa viskozimetru.

Tato dloha byle dasové ¥velml ndrofnd.

Gr- i &, 1: Zévialost kinematlcké viskonity vcdy na teploté

ﬁfﬁné
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NA ZLTER

Foznatky, # nimiZ jste se setkali v tomto skriptu, wmo¥nuji u¥ prejit
k¥ vliaptnim méfenim - pfipravit je, provést a zpracovat Jejioh vysledky.

K tomu jsou zemd¥ena fyzikdlni prektika, jimi¥ projdete v daldichsemestirech
studia.

Problematika fyzikdln{ch m¥feni{ je viak mmohem Birdi a skryvd v asobé
celou Fadu zajimavych otdzek.

Napi. o uloze experimentu v historii fyziky je moiné se dodist ¢ kni-
ndeh [1] , [8] . Konkrdtnim prikladdm md¥icich metod jmou vinovdny rozadhlé
prdce [2] a [3] 1 star8i [6] . Metematickd statistika znd ¥adw dal¥ich me-
“tod umbéﬁﬁjiciéh peérobndii & do vdtdi hloubky enalyzovat nemifené ddaje a
plénovat pribdh experimentu; mi%ete se & niml sezndmit nep¥. v préci [10] .
Femarické mstematlikn pockytuje mmoho ndvedd, jek optimdlnd provdddt vypodty
so elskonfmi S{selunymi ddaji; najdete Je mapi. v.[5] . Pedrobn¥jBi informa~-
¢s_o. viestneftech m¥¥ioich pFistrojl lze ziskat v knize [15] .

' Pro m8¥eni, kterd budete provéddt v zdkladnim fyzikdlnim praktiku,
vénk tyto dalfi pozpatky nejeou nezbytnd. Poslouzi vlak tdm, kdo by ai chtd-
11 svd vidomosti o fysikdlnich m3fen{ch ddle doplnovat & rozdiFovat.
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